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Exposé  des  métliodes  générales  en  Matliématiques  ;  résolution 
et  intégration  des  équations,  applications  diverses,  d'après 
Hoené  IVronski; 

Pau  m.   Émilk  WEST. 


INTRODUCTION. 

Enumération  des  diverses  méthodes.  —  Dans  ces  dernières  années,  les 
travaux  mathématiques  de  Hoené  Wronski  ont  été  cités  plusieurs  fois 
sans  que  personne  se  soit  arrêté  aux  méthodes  générales  proposées  par 

(')  Wronski  (Hoené),  né  à  Posen  en  1778,  est  mort  à  Neuilly  le  9  août  i853. 
\  l'âge  de  seize  ans,  il  était  officier  d'artillerie  sous  les  ordres  de  Kosciusko. 
l'ait  prisonnier  par  les  Russes  à  la  bataille  de  Maciéiowicz,  le  10  octobre  179/1- 
il  accepta  dans  leur  armée  le  grade  de  lieutenant-colonel,  dont  il  se  démit 
en  1797,  pour  s'adonner  exclusivement  à  l'étude  de  la  Philosophie  et  des  Sciences 
mathématiques,  d'abord  pendant  deux  années  en  Allemagne,  puis  en  France 
jusqu'à  la  fin  de  ses  jours.  {Note  de  la  Rédaction.) 
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ce  géomètre.  Elles  nous  ont  cependant  paru  éminemment  pratiques  et 
très  simples  clans  leiu's  principes  chaque  fois  que  nous  avons  eu  occa- 
sion de  les  examiner  ou  d'en  faire  des  applications. 

Les  Ouvrages  de  Wronski  sont  très  rares  et  la  lecture  en  est  difficile 
au  premier  abord  ;  aussi  nous  espérons  que  l'on  nous  saura  gré  de 
présenter  les  méthodes  dont  nous  parlons  avec  les  notations  ordinai- 
rement usitées  et  accompagnées  d'exemples  suffisants  pour  les  rendre 
facilement  intelligililes.  Nous  nous  adressons  surtout  aux  personnes 
qui  font  un  fréquent  usage  des  Mathématiques  et  que  leurs  travaux 
conduisent  à  des  calculs  élevés. 

11  nous  semble  utile  de  signaler  d'abord  les  différentes  méthodes  de 
Wronski  (  '  ). 

Nous  désignons  par  le  mot  méthode  l'application  systématique  d'une 
loi  fondamentale  deteinninée. 

En  premier  lieu,  nous  citerons  pour  mémoire  une  méthode  générale 
concernant  la  théorie  des  nombres.  Le  ])rincipe  fondamental  a  été  dé- 
montré par  RL  Ifanegraeff,  Note  sur  V ('(jiialion  de  congiuence 

x'"^^r        (mod.  p]  (-), 

et  par  A.  Bukutv,  Déduction  el  démonstration  de  trois  lois  primordiales 
de  la  congruence  des  nombres  ('  j. 

Cette  méthode  a  été  développée  au  connnencement  du  Tome  I  de  la 
lié/orme  du  savoir  humain  (  1 847  ). 

Les  autres  méthodes  ont  exclusivement  rapport  à  l'expression  dvf, 
fonctions  proprement  dites.  Ce  sont  :  la  méthode  secondait  e,  mélliode 
pratique  et  univer.selle  (c'est-à-dire  technique,  ])ouv  employer  le  lan- 
gage de  Wronski)  ;  elle  permet  de  résoudre  toute  espèce  d'équations 
et  d'intégrer  les  équations  aux  différences  ou  aux  différentielles  totales 
ou  jiartielles.  Le  nom  de  méthode  secondaire  indicjue  que  cette  mé- 
thode doit  prêter  son  concours  à  inie  seconde,  dite;  méthode  suprême. 
Celle-ci  est  fondamentale  ;   elle  est  à  la  (ois  théorique  et  technique. 

(')  .'Viicune  de  ces  méthodes  n'a  rapport  à  la  Géométrie. 
(')  G;mll)ier-\  illars,  1860. 
(2)  Amiot,  1873. 
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D'après  Wronski,  on  peut  on  déduire  toutes  les  lois  desMalhéinati(pics. 

Os  deux  méthodes  se  subdivisent  en  mcthndcs  clcmonlaircs  et  mr- 
ihodes  systèmaliqucs,  suivaiil  que  l'on  ne  distMii;iie  spécialement  aucune 
des  diverses  parties  qui  composent  les  e([iialions  ou  que  l'on  distingue 
systématiquement  ces  parties. 

Il  existe  encore  deux  méthodes  générah-s  :  l'une  est  l)asée  sin-  1'///- 
lerpolalion;  elle  a  j)our  but  de  résoudre  ou  d'intégrer  une  équation 
d'un  genre  ciuelconque  quand  les  dérivées  ou  les  différences  succes- 
sives des  fonctions  proposées  sont  trop  péndjles  à  calculer.  On  remplace 
ces  éléments  des  fonctions  par  un  nombre  suffisant  de  vahnirs  des 
(onctions  proposées  correspondant  à  des  valeurs  déterminées  des  va- 
riables indépendantes. 

L'autre,  \a.  méthode  (V exhaustion,  (>st,  comme  son  nom  l'indique,  une 
méthode  générale  d'approximation.  Son  caractère  consiste  en  ce  que 
les  accroissements  successifs  des  différents  termes  c[ui  déterminent  la 
fonction  problématique  ne  sont  liés  par  aucune  loi,  et  qu'ils  doivent 
être  calculés  directement  et  non  par  des  tâtonnements.  Cette  méthode 
])eut  s'appliquer  encore  à  Ions  les  problèmes,  et  l'on  n'a  besoin  que  de 
connailre  les  différentielles  de  la  fonction  proposée  ;  c'est  surtout  dans 
l'évaluation  des  intégrales  qu'elle  peut  être  employée  avec  succès. 

Avant  d'entreprendre  l'examen  des  différentes  méthodes,  ou  tout  au 
moins  des  premières,  nous  devrions  commencer  par  démontrer  les 
deux  lois  fondamentales  desquelles  dérivent  la  méthode  suprême  et  la 
méthode  secondaire  ;  mais,  pour  ne  pas  entrer  dans  des  considérations 
préliminaires  qui  nous  entraîneraient  trop  loin,  nous  commencerons 
par  la  méthode  secondaire  élémentaire.  Nous  aurons  ainsi  l'avantage 
de  donner  une  première  idée  de  la  méthode  secondaire  et  de  faciliter 
ensuite  l'exposition  de  la  méthode  systématique. 

Nous  devons  prévenir  que  cette  méthode  élémentaire,  quoique  per- 
mettant de  résoudre  ou  d'intégrer  tout  genre  d'écjuations,  entrahie 
généralement  à  des  complications  que  ne  donne  pas  la  méthode  systé- 
matique; parfois  même  elle  peut  devenir  insuffisante,  comme  nous 
aurons  occasion  de  le  voir.  Cependant  la  méthode  élémentaire  doit 
être  préférée  dans  certains  cas,  ce  qui  arrive  particulièrement  ciuaud 
il  faut  déterminer  principalement  les  valeurs  numériques  de  certaines 
quantités 
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Forte/ions  employées  et  notations.  —  Wroiislvi  a  fait,  dés  le  commen- 
(•(■iiicnt  du  sit'clc,  un  usage  très  étendu  desdéteruiinaiits,  qu'il  désignait 
sous  le  nom  de  sommes  combinatoires  ou  (\e  fonctions  schin  (voir  la  Ré- 
futation de  la  théorie  des  fonctions  analytiques  de  Lagrange,  1812; 
l'hilosopliie  de  la  Teehnie,  i8i5,  etc.). 

Nous  emploierons  indilTéremment  les  notations  usitées 


(«) 


ou 


i        "3 

a]     al     al 


Il  II  ^,  n 

a,      a.,      rt. 


œ(a\.al.al....    <). 

J.a  seconde  notution  est  celle  dont  Wronski  faisait  usage,  avec  cette 
différence  que  la  caractéristicpie  tD  du  déterminant  était  remplacée  par 
la  lettre  hébraïque  schin,  caractéristique  de  la  somme  combinatoire. 
Ces  fonctions  ne  sont  d'ailleurs  cjue  des  expressions  tabulaires  de 
termes  distincts  et  achevés,  car  elles  n'indiquent  pas  certaines  opéra- 
tions particulières  ;  elles  ne  sont  pas  l'expression  de  quelques  fonctions 
indépendantes,  telles  que  les  logarithmes  ou  les  sinus. 

Indépendamment  de  ces  sommes  combinatoires,  Wronski  considé- 
rait d'autres  sommes  de  même  espèce,  qu'il  désignait  sous  le  nom 
d'agrégats  ;  nous  en  ferons  également  usage.  On  trouvera  dans  la  Phi- 
losopfne  de  la  Technie,  vers  la  formule  (45 1  ),  la  relation  qui  existe  entre 
les  agrégats  et  les  fonctions  schin. 

Les  agrégats  sont  formés  de  termes  de  même  signe  qui  dérivent  les 
uns  des  autres  d'après  une  loi  déterminée,  et  cette  loi  porte  ordinaire- 
ment sur  certains  indices  des  éléments  de  ces  sommes.  On  dénote  ces 
fonctions  jiar  le  terme  généi'al  placé  entre  accolades  et  précédé  de  la 
caractéristique  Agr,  et  par  la  loi  des  indices.  Ainsi  la  fonction  symé- 
trique 


(,S      a]  +  a\  +  al  +  a ^a\-^ a ^a\^ a  ..a^  +  a\ a .,  +  a-,a .^-\- a^a ^  -\  a ^a .,a .^ 


MiTri()r)rs  oknéram:s  vm  imatuicmatiouks. 
peut  iHrc  ivprésontrc  par  l'agrégat  su i\, ml 


Les  iiitlires/;,,  />,,/,,  doivent  être  donnés  par  la  résolution  m  nomhms 
entiers  et  positifs  de  l'équation  indéterminée 

(7)'  p,+p,^p,  =  3. 

Wronski  taisait  encore  un  fréquent  usage  de  certaines  fonctions  symé- 
triques qu'il  nommait  fonctions  alep/i.  15ien  que  ces  fonctions  puissent 
être  exprimées  par  des  fonctions  symétriques  plus  simples,  il  convient 
de  leur  donner  une  notation  spéciale,  car  elles  entrent  directement 
dans  beaucoup  d'expressions.  On  peut  définir  les  fonctions  alepli  en 
disant  qu'elles  proviennent  du  développement  de  la  puissance  u.  d'un 
polynôme  de  m  termes  ou  éléments,  dans  lequel  on  remplacerait  par 
l'unité  les  divers  coefficients.  Wronski  les  désigne  par  la  lettre  hébraïque 
alephiX;  il  met  entre  crochets  les  éléments  qui  composent  cette  fonc- 
tion et  en  exposant,  avec  parenthèses,  le  degré  qui  lui  correspond. 

Ainsi  l'expression  précédente  (/3)  est  une  fonction  aleph  que  l'on 
notera  ainsi  : 

Quand  on  considère  plusieurs  fonctions  aleph  formées  des  mêmes 
éléments,  on  peut  ne  pas  écrire  ces  éléments  et  n'indiquer  que  l'expo- 
.sant  ;  de  cette  façon,  la  fonction  précédente  s'écrira 

i^y  N(3). 

Ces  fonctions  se  présentent  souvent  ;  on  les  a  autrefois  rencontrées 
dans  les  séries  récurrentes. 

Les  fonctions  aleph  jouissent  de  propriétés  que  nous  ferons  con- 
naître dans  la  suite;  nous  indiquerons  seulement  ici  leur  ijropriété 
fondamentale,  qui  est  la  suivante  : 

Joiiiit.  (le  Math.  (3-  série),  tome  VII.  —  Janvii.r   18S1.  2 
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N,j  représente  un  noml:)re  quelconque  m  d'éléments  dont  n^,  et  n,^  font 
partie,  et  [N^— n^,]  représente  tous  ces  éléments,  sauf  «^,  ;  de  même 
[Ntj  —  n^]  les  représente  tous,  sauf  ti^  (voir  Inlroduction  à  la  Philoso- 
phie des  Mathématiques,  t  8 1  i  ) . 

De  l'expression  précédente  on  déduit  celle-ci  : 

m  est  le  degré  de  la  fonction  considérée,  et  p.  le  nombre  des  éléments 
qui  entrent  dans  toutes  ces  fonctions  aleph  ;  2^(f.)  représente  de  plus 
la  somme  de  tous  les  produits  différents  des  p.  éléments /j  ii  p.  Le 
nombre  m  doit  être  ici  plus  grantl  c[ue  a,  ou  tout  au  moins  égal  ;  au- 
trement la  l'onction  alepli  cjui  aurait  un  exposant  négalit  devrait  être 
considérée  comme  nulle,  ainsi  cjue  nous  allons  le  a  oir. 
Si  les  éléments  sont  les  racines  de  réc|uation 

(j7)  \^x^-  -+-  A.^,,^,x^-'  -+-  A,,._o.x-!^--  +  .  .  .  +  A,.r  -4-  A„  =  o, 

l'expression  précédente  s'écrit 

(5)A^,iS(/n)+A|,._,N(w-  r)  +  A|,_oN(m  -  2)  +  .  .  .  +  A„N(m  -  p.)  ==0. 

Supposons  A^  =  o,  nous  aurons  pour  les  premières  valeurs  des  fonc- 
tions alepli 

N(o)=', 
.N(i)  =  A,._,, 
:$)'  /  -X(2)  =  A,,_,S(i)  +  A^_,, 

N(3)  =  A^,_,  N(2)  +  A|,_,x(  '  j  +  A,,.^,, 


Nous  détnontrerons  le  théorème  suivant  : 

.         _  '^  (  "î  "'  "3  ■  ■  •  "ï-i  ""'"^''~'  ) 

On  voit  immédiatement  que,  pour  m  =  o,  la  fonction  se  réduit  à 


J 
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l'iiiiité;  si  m  a  une  valeur  négative  comprise  entre  —  i  et  — {u. —  i),  la 
fondion  est  nulle;  au  delà  les  valeurs  négatives  <I(ï  m  n'annulent  gé- 
néralement pas  la  tbnetion.  Ainsi  nous  dirons  cpie  les  foliotions  aleph 
négatives  sont  nulles  pour  un  exposant  pi-is  entre  —  i  et  —  (p.—  i), 
en  V  comprenant  ces  limites. 

M.  Hanegraci'f  [Méthode pour  la  résolution  générale  des  ét/uations  par 
leur  décomposition  en  facteurs,  iîruxeiles,  i8;")/|)  a  indiqué  la  pr()i)riélé 
suivante. 

Soit  l'équation 

(x)         F(a7)=a;!^--A,^!^-'-H  Aoa;i^-=  —  ...  ^  k^_,x  ±.  i  ^  o. 

L'équation  dont  les  racines  ont  des  valeurs  inverses  de  celles  de  la 
précédente  est 

(x)'      f{x)  —  x^'-  —  A|i_|a;!^-'  +  A|j,_2j;!^-=  —  .  . .  qr  A|£C  ±  i  =  o. 

Si  l'on  développe  par  la  formule  de  Maclaurin  l'inverse  des  premiers 
membres  de  ces  équations,  on  aiu-a 

(X)  -^  =  X(o)  +  a7N(i)  +  ar"'X(2)  +  a;'N(3)  +  ... 

et 

(X)'  p^  =  x'(o)-t-a^N'(i)  +a?=N'(2)+-£c»N'(3)+...; 

l'accent  placé  sur  les  fonctions  aleph  de  la  seconde  égalité  indique 
que  les  éléments  qui  les  composent  sont  différents  de  ceux  qui  com- 
posent les  fonctions  ale|)li  de  la  première  égalité. 

r>e  théorème  en  question  revient  aux  expressions  des  coefficients 


généraux 


(w)  Nf/n)  = 

^~  '  ■       '         \.1.A...m\_    il.r'"     J(,r  =  o) 


(..)'  N'(m)  = 


.       r-^"./Tr)l 

.2.3  ...  /»  L    "'■'■'"    J 

-  -É>1 

III  1_     tir'"     J 


1  .  2  .  j  .  .  . 


(a;  =  0) 
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Or  N'(m)  est  une  fonction  aleph  négative  de  x(m),  ce  qui  donne  la 
relation 

(v)  ii'{u.)^-^\-(m+iJ.)]; 

|)onr  la  première  valenr,  on  a 

(v)'  N'(o)  =  X(-  a)  =  1-  ')'-'• 

Il  est  encore  une  autre  espèce  de  fonctions  dont  nous  devons  parler; 
elles  sont  comuies  sous  le  nom  de  facnllcs.  Ces  fonctions  s'introiluisent 
nécessairement  dans  les  calculs,  car  elles  interviennent  tjuand  on  con- 
sidère les  différences  des  quantités  variables,  de  la  même  manière  que 
les  pnissanc(\s  ou  les  exponentielles  quand  on  considère  les  différen- 
tielles. 

Soit  o[x)  une  fonction  de  la  variable  x;  la  faculté  q  [x  f"'^  n'est  autre 
que  le  produit 

(  ^  )        o(x)o{x  +  ^)o{x  +  2^)ç/{x+'5^) .  .    o[x^(m—  i  )  f  ]  . 

m  est  l'exposant  de  la  faculté  et  2  l'accroissenient  tle  la  variable  ;  ces 
quantités  m  et  c  peuvent  être  constantes  ou  variables. 

Les  |)roduits  trmi  nondire  infini  de  facteurs  ne  doi\ent  pas  être  con- 
fondus avec  les  facultés;  ces  dernières  fonctions  sont  plus  générales. 

Vandermonde  a  le  premier  reconnu  ces  fonctions  dans  son  Mémoire 
sur  les  irrationiieltes  de  différents  ordres  [Histoire  de .l' Académie  royale 
des  Sciences,  1772,  I"^  l'artie,  p.  4^0)-  fus  tard,  Kramp,  dans  son 
Analyse  des  réfractions  astrononùques^  a  lait  une  étude  com|îlète  des 
facultés  particidières  nommées  /«r/o/ve/Zei.  Enfin  Wronski  a  complété 
l'étude  des  facultés  et  a  montré  qu'elles  pouvaient  servir  à  représenter 
toute  espèce  de  fonctions. 

Les  facultés,  malgré  leur  importance,  paraissent  tondjéesdans  l'oubli, 
quoicpie  plusieurs  géomètres  aient  reconnu  leiu"  utilité.  Nous  citerons 
à  ce  sujet  un  passage  d'une  l^ettre  d'Abel  à  Holmboe,  qui  fait  connaître 
l'opinion  tle  ces  mathématiciens  : 

«  —  l'hi'ntic  (1er  (inulvUsclicii  Farullalen  (ccl  r)ii\riige  se  trome  à  la 
liiMicil  liri|iic  lie  ( 'll|■l^l  liiiiifi  ;   si   lu   iie  l'iis  |):is   lu.   il   l'iuil   alisiiluiiiciil   i|iii'   lu   le 
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fusses;  c'est  un  Oiix  i'iii;e  siijiériciir  à  (liHereiits  éyards' et  surloiil  j)ar -rappoi-l  à 
la  luéiliode....)  M.  (  l-cUi-c  (lu  ?.'[  Dciuluc  1836  ;  OBuvres  complètes  de  N.-IJ.  Abel, 
l.  Il,  )i.  270.) 

Il  coin  it'iidra,  pour  les  ractoriolles  que  l'on  rciicoiilrc  coiislaimnciit, 
d'adopter  la  notation  des  facultés;  la  notation  usitée  aujoui-d'luii  est 
d'ailleurs  insuffisante.  Le  produit  des  m  priMuieis  uoniliics  pourra  donc 
s'écrire  de  la  manière  sui^ante  : 

[%)'  I.  2.3.  .  ./«=   l"'l'. 

L'avantage  de  cette  notation  s'appréciera  lacilenient.  l'ar  exemple,  si 
l'on  avait  a  exprimer  la  puissance  m'"""  d'un  polynôme  de  n  termes, 

a,  +  flj  -h  cr,  +  .  . .  -\-o„,  on  aurait,  en  faisant  usage  des  agrégats, 

I         \l  f  \  71,,!  1  i  "'/'      "'I'      "',''      •    ■    •"',',"  ) 

(0)      (a,  +«,  +  «3  +  .  .  .  +a„)  =  '"M'-Agrl-^-^^^^j,^;^,.       ;^j, 
avec  la  contlition 

(0)'  ffi=f>i-^Pi'^p,-^  ■■  ■ +Pn, 

équation  indéterminée  qui  doit  être  résolue  en  nombres  entieis  et  po- 
sitifs par  i-apport  aux  quantités  p,,p2,p3,  . . .,  m  étant  supposé  un 
nombre  entier. 

En  prenant  encore  un  exemple,  on  aurait,  pour  le  développement  de 

la  fonction  -=^^^^ , 

V'i  H- J-^ 

,>  I  i„        1.3,        1.3.5, 

le  terme  général  étant 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  l'usage  que  l'on  peut  faire  des  facul- 
tés et  sur  leurs  propriétés. 

Nous  ne  faisons  également  que  mentionner  les  sinus  d'ordres  supé- 
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rieurs,  dont  nous  veiTons  l'ulilité  clans  la  méthode  secondaire.  Pour 
les  [)rincip;des  propriétés  des  sinus  et  leiu'  inlroductinn  dans  les  calcids, 
nous  r('n\ovons  aux  deux  Ménioii'es  de  M.  Yvon  Yillarceau  insérés 
dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l Académie  des  Sciences 
(t.  LXXXVI,  séances  des  i3,  20  et  27  mai  1878,  cl  t.  XC,  séances  des 
2<)  mars  et  5  avril  1880). 

Nous  devons  dire  encore  que  nons  noterons  les  dérivées  partielles, 
connue  on  le  fait  souvent,  en  mettant  entre  |)arentlièses  la  dérivée  que 
l'on  considère.  Par  exemple,  si  y(/)  représente  ime  fonction  de  y  et 
d'autres  quantités,  toutes  fonctions  de  x  ainsi  que  de  )',  nous  écrirons 
la  dérivée  de  la  fonction  proposée  par  rapport  à  y 

(P)  ^TT' 

Mais,  si  l'on  prenait  la  dérivée  de  0(7)  par  rapport  à  .r,  sur  la  variable 
y  seulement,  nous  écririons 

d,r    J  dr 

Autant  que  possible,  nous  citerons  les  passages  des  Ouvrages  de 
Wronski  se  rapportant  aux  sujets  que  nous  traiterons;  autrement,  nous 
donnerons  les  indications  nécessaires  poiu'  que  l'on  puisse  recourir  à 
ces  Ouvrages. 

PREMIÈRE  MÉTHODE. 

MÉTUODE     SECONDAIRE     É  I,É  M  E  N  T  A  I  R  E. 

Conditions  générales  de  la  mét/iode. 

Expression  fondamentale.  —  En  nons  pfieantà  un  point  de  vue  par- 
ticulier, nous  dirons  que  le  principe  de  cette  méthode  consiste  dans 
l'usasie  général  d'une  formule  dont  celle  de  Taylor  n'est  qu'un  cas 
particulier. 

Euler  en  a  donné  inie  qui  remplit  cette  condition  pour  la  méthode 
élémentaire. 


<. 
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Soit 

(0  ?(/)  =  " 

l'équation  pi-oposée  qu'il  s'agit  de  résoudre;  r  ost  rinconnuo,  celle-ci 
pouvant  être  lonction  d'une  variables  indé[)endante  x  (nous  ne  consi- 
dérerons d'abord  que  les  fonctions  d'une  seule  variable  indéjjendante). 
Soit  de  plus  une  quantité  quelconque  (v;  l'équation  proposée  est  tou- 
jours satisfaite  par  une  valeur  de  y  donnée  par  l'expression 

(  2J  r  --=  "^  -  ?(«^)  J7^.7)  -  t?('^')]-:i  T7?^F  -  ■  •  •  ' 

le  terme  général  étant 

(P!r/^o(,r)^^[(f(ir)]'r/M;'-?(n')]'...f/!^[<f(iv)]l^-'!''/<f("') 


[?('^)] 


i'|ii2|i,3l>...,|;.|i[f/cp(n>)]i+-2-, 


Or,  comme  nous  l'avons  dit,  puisque  nous  ne  distinguons  [)as  dans 
cette  méthode  élémentaire  les  diverses  parties  qui  composent  l'équa- 
tion proposée,  la  forme  de  la  fonction  o{j)  suflira  pour  désigner  gé- 
néralement le  premier  membre  d'une  équation  d'un  genre  quelconque, 
algébrique  ou  transcendante,  primitive  ou  différentielle. 

Si,  au  lieu  de  rin(X)nnue  j',  nous  voidons  obtenir  luie  fonction  dé- 
terminée F  (y)  de  C(^tte  inconnue,  nous  substituerons  à  la  fornude 
d'Euler  la  formuh^  suivante  : 

le  terme  général  étant 

\       I  \  I  jlU  ,2|Ij3|l_       _,,x|l|-^/;^(„,')-jl-l-2+...4-:. 

Démonstration.  —  Il  existe  plusieurs  démonstrations  des  expressions 
(  2  )  et  (3);  nous  n'avons  pas  à  les  exposer;  nous  indiquerons  seule- 
ment ici,  afin  de  ne  pas  nous  répéter,  la  démonstration  de  Wronski 
[Philosophie  de  la  Technie,  1"' Section),  parce  qu'elle  contient  le  priu- 
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cipe  do  toutes  les  aiilres  et  f[u'elle  t'ait  connaître  en  même  temps  la 
signification  de  la  qnantilé  ir. 

SoitF(j)  vme  fonction  donnée  de  la  quantité  y;  considérons  son 
développement  par  rapjjort  aux  puissances  d'une  autre  fonction  (p{y) 
également  donnée;  nous  aurons  la  série 

(4)         F(  k)  =  A„  +  A.  [?(,v)J  4-  ^,['p{yiy--^\,[o{y)f^.. . . 


Les  coefficients  A„,  A,,  Aj,  .  .  .  sont  supposés  indépendants  de  y  et 
sont  donnés  par  l'expression  suivante,  déterminée  par  une  valeur  par- 
ticulière tr,  mais  quelconque,  de  y  : 

(4j'    A^,,=  ^^--—-^^rfM^      -  ,.3-  -    -i.+'^[?(<^)] -•••' 

en  faisant,  pour  un  indice  quelconcjue  v, 

Nous  aurons  occasion  de  démontrer  ces  formidcs  plus  loin;  c'est 
pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêtons  pas. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  valeiu'  de  ir,  le  développement  (/|)  subsiste 
toujours;  par  suite,  les  coefficients  A„,  A,,  A,,  .  .  .  doivent  rester  les 
mêmes.  Si  donc  (v  prend  une  valeur  particulière  u  telle  que  l'on  ait 

(5)  o{u)  =  o, 
on  aura  aussi 

en  désignant  par  un  accent  la  valeur  particulière  que  prend  S|j.  pour 

IV  =  II. 

Faisons  p.  =  o, 

(5)'  A„=.S'„=F(«); 

d'après  (5)  et  d'après  (4)  on  aura  également 

(6)  A„  =  H„  -  S,  y(çv)  +  S,  [f  {»')]'-  S.,  [y(«^)]'  +  . . . . 


J 
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Or,  si  o  (\st  la  (oiiclion  (|iii  foriiK'  lo  jircrnifM"  mcmlii-c  de  r(Viiia- 
tioii  (i),  u  sera  prétisciiiciU  l'inoonmic  >■,  et  nous  aurons 

(G)'       r(j)  =  S„-  H,o(.r)  +  H,  [<p(.r)j^  -  Z,  [9(..')J'  +  •  •  ■  ; 

les  coefficients  S,,,  2!,,  H^,  .  .  .  sont  i(lcnli(|n('s  aux  coefficients  de  l'ex- 
pression (3). 

On  conçoit  maintenant  comment,  en  principe,  l'expression  (31,  pour 
toute  valenr  (le  (r,  donne  une  solution  de  l'équation  (i)  d'un  genre 
quelconque.  Cependant  cette  expression  (3)  peut  èlre  convergente  ou 
divergente,  ce  qui  fait  que  l'on  ne  doit  ))as  prendre  ii'  d'une  manière 
tout  a  fait  arbitraire  ;  cette  quantité  doit,  au  contraire,  être  choisie  la 
plus  rapprochée  possible  de  la  quantité  cherchée  j,  puisqu'il  semble 
évident  que  l'expression  (3)  doit  être  d'autant  plus  convergente  que  la 
quantité  w  est  plus  prés  de  zéro. 

Remarque  sur  les  quantités  idéales  et  absurdes.  —  Avant  d'étudier  les 
conditions  de  convergence  de  l'expression  (3),  nous  ferons  une  ob.ser- 
vation  relative  aux  quantités  qui  indiquent  des  cas  d'impossibilité. 

'Wronski  distingue  deux  espèces  de  quantités  idéales,  les  quantités 
infinies  et  les  quantités  imaginaires  (').  Les  premières  impliquent 
expressément  l'idée  de  l'infini  dans  la  considération   de   la  quantité 

même;  les  quantités  imaginaires  de  la  forme  a  +  b  \J  —  \  impliquent 
l'idée  de  l'infini  dans  la  considération  de  la  qualité  même  de  la  quan- 
tité, qualité  qui  constitue  l'état  jjositif  ou  négatif.  Ces  cpiantités  sont 
possibles  idéalement  et  non  réellement. 

De  plus,  il  existe  des  quantités  absurdes  qui  ne  sont  ])ossibles  ni 
réellement  ni  idéalement.  Ainsi  l'expression  (4)  sera  impossible  dans 
deux  cas  :  i"  lorsque  les  coefficients  donnés  par  (1)'  seront  des  quanti- 
tés idéales,  c'est-à-dire  imaginaires  ou  infinies;  2"  lorsque  les  expres- 
sions (4)',  (4)"  fO'iduh'ont  à  de  véritables  absurdités. 


(')  Pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet,  nous  sommes  oliligé  de  renvover  à  !'/«- 

trnduction   A   la  Philosophie    des  Malhrnialiiities  et  à    la  Philosophie  de   la 
Tec/uiie. 

Joitr/î.  de  Viitti,  (3**  série),  tome  A'II.  —  Janvifr  iRSi.  ^ 
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Dans  le  promipr  ras,  le  flrvcIoiijXMnont  ne  peut  être  exprimé  que 
par  des  quantités  infinies,  et  l'impossibilité  n'existe  que  ])ar  rapport  à 
des  quantités  réelles;  ce  développement  n'est  en  défaut  que  si  l'on 
envisage  spécialement  les  quantités  réelles. 

Dans  le  deuxième  cas,  l'impossibilité  est  absolue.  Si  l'on  trouve,  par 
exemple,  pour  les  coefficients  A„,  A,,  A,,  .  • .,  des  quantités  différentes 
à  mesiu'e  que  l'on  change  la  valeiu'  ai'bilraire  (v  attribuée  à  v,  le  déve- 
loppement est  absurde.  Pour  fixer  les  idées,  si  l'on  avait  pour  la  fonc- 
tion o  [y)  la  valeur 

(7)  9iy)  =  M„  +  ^I,  r  +  jALy=  +  ...  +  M„j-", 

M„,M,,  JMo.  .  .  •  étant  des  constantes,  on  obtiendrait  n  valeurs  diffé- 
rentes pour  chaque  coefficient  A  de  (4)-  Si  l'on  prend  pour  w  une  va- 
leur qui  annule  le  polynôme  (7),  on  a 

,    ,,  _@>/o(>r)r/-'[o(.r)]^..^/=-F(.v)| 

\JI  ^V-     -     ,in  ,211    _,,i.ii  |-^/,^(„.)-|i+-24-...+|.    ' 

et,  comme  il  y  a  n  valeurs  de  »■  qiii  annulent  le  polynôme,  on  au- 
rait n  valeurs  analogues  A,j.,  A'^ ,  A'^ ,  .  . . ,  lesquelles,  en  vertu  de  l'iden- 
tité nécessaire  de  chacun  de  ces  coefficients  avec  le  premier,  donne- 
raient 

(7")  a,=a>a;:  =  .,., 

ce  qui  est  absurde. 

Nous  ne  parlons  pas  de  la  forme  indéterminée -5  parce  qu'elle  est 

seulement  indéterminée  et  non  impossible. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  que  dans  tous  les  cas  il  suffit  de  s'en 
tenir  aux  expressions  (4)',  (4)"  f'^s  coefficients,  sans  faire  attention 
aux  conditions  fondamentales  du  dévcloppcînent  (  4).  car,  loi'squ'un 
tel  dévelopjjcinent  sera  impossible  d'une  façon  relative  ou  al)solue, 
l'expression  en  question  le  fera  toujours  connaître  en  donnant  pour 
les  coefficients  A^,  A,,  Aj,  .  .  .  des  quantités  idéales  ou  absurdes. 
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Fonctions  arbilniires.  ~  (i'esl  dans  le  sens  qiu;  nous  venons  d'indi- 
qiior  que  l'on  peut  dire  cpn;  la  fonction  F()')  est  développée  en  série 
suivant  les  puissanc(^s  tl'une  lonrlion  arbitraire  fiy).  Wronski  entend 
toujours  jiar  fonction  arhilrairc  une  fonction  quelcon(|ue  générale- 
ment, tout  en  écartant  celles  cpii  donneraient  lieu  à  des  impossibilités. 

Dans  le  cas  présent  où  la  série  ( /|  )  est  destinée  à  conduire  à  une 
valeur  déterminée  y  ou  F(y)  satisfaisant  à  ré(|uation  (i),  on  peut  ap- 
pliquer ce  développement  en  tonte  sécm-ité  pour  une  l'onction  o(  y) 
quelconque,  puisque,  pour  arriver  au  résultat,  autrem(>nt  dit  aux 
expressions  (2)  ou  (3),  la  transformation  n'a  précisément  lieu  (pi'en 
vue  de  la  valeur  déterminée  y. 

Il  en  serait  de  même  dans  le  cas  d'inu^  fonction  de  plusieurs  va- 
riables, car,  bien  (pic  l'on  ait  ainsi  lui  ordre  j)lus  ou  moins  élevé  d'in- 
détermination, la  quantité  y  n'en  serait  pas  moins  déterminée  parles 
conditions  du  problème,  lesquelles  doivent  seules  être  prises  ici  en 
consiilération. 

C'est  à  la  circonstance  que  nous  signalons  qu'est  due  la  possibilité 
d'exprimer  toutes  les  solutions  de  l'équation  'f{y)  =  o,  au  moyen  des 
expressions  (2)  ou  (3). 

Principe  de  convergence  de  l'cvpression  fondamentale.  —  En  consé- 
quence, pour  obtenir  une  solution  déterminée  quand  l'équation  pro- 
posée en  admet  plusieurs,  il  faut  disposer  convenablement  de  la  quan- 
tité (?',  en  tenant  compte  de  sa  nature,  qui  est  essentiellement  la  même 
que  celle  de  la  tpiantité  y:  tel  est  le  point  important  de  la  méthode.  Il 
sera  facile  de  voir  que  cette  quantité  w  doit  se  rap|)iO(:!ier  autant  que 
possible  de  la  solution  cherchée  en  examinant  les  conditions  générales 
de  convergence  de  l'expression  (3). 

Pour  cela,  en  reprenant  la  déduction  ([ue  nous  avons  donnée  de 
cette  expression,  concevons  deux  quantités  e  et  w  telles  que  (o{v)  et 
©((v)  soient  différents  de  zéro;  nous  aurons,  en  vertu  de  l'identité  des 
coefficients  de  la  série  (4)  portant  mêmes  indices,  et  en  laisant  [j.  =  u, 

l  "  )  _,'  '  „.    r        '      \  I  .1 
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E'^, ,  Z'j ,  H'.,  1  ■••  c'taiit  ce  ()U('  (Icviciiiiciit  les  coefficients  Hu,  3,,  Ho,  ... 
qiiaïul  on  snljslitiic  v  à  w.  Si  la  quantité  n'  se  t  approche  de  r,  les  coet- 
ficienls  H„,  E,,  H^,  ...  tendront  respectivement  vers  les  valein's  des 
coefficients  H'^,  E', ,  E'„,  . . .,  et  9((t')  tendra  vers  (p(v],  de  sorte  (]u'à  la 
limite  l'égalité  (8)  aui'a  lieu  terme  à  terme. 

Admettons  maintenant  que  nous  prenions  pour  c  la  cpianlité  a  défi- 
nie par  (5),  c'est-à-dire  ^{u)  r=  o;  ce  que  nous  venons  dedii-e  subsiste 
encore  :  le  coefficient  S!,  prend  la  valeur  déterminée 


:9)-.^ 


r/'^{/l)  u  o 


<!'■'■  o[l()      (/:'[o(«)|-      ((■■■\'i(lt)f 


</;'[?(  "']■' 
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iP  V  (  (/  ) 
d/-  V  (  Il  ) 


I  m  i2|i  i3|i 
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la  déri\ée  —^ —  étant  généralement  différente  de  zéro;  le  coefficient  E|j. 

tend  vers  E'^ ,  cjuand  a'  se  rapproche  de  u,  et  (p{w)  tend  vers  zéro.  Or 
le  second  membre  de  (8)  se  réduit  à  F(«);  cette  égalité  tendant  à 
avoir  lieu  terme  à  terme,  il  en  résulte  cjue  F((^')tend  vers  F  (a)  et 
(|ue  la  .-^omme  des  autres  termes  du  premier  membre  tend  vers  zéro; 
l)ar  suite,  la  série  est  convergente. 

Ainsi  la  condition  principale  de  convergence  de  l'expression  (3)  est 
que  la  (juantité  w  se  rapproche  suffisamment  de  u,  autrement  dit  de 
la  quantité/  donnée  par  l'écpiation  (i),  ©(y)  =  o.  Quand  cette  con- 
dition sera  remplie  convenablement,  la  série  sera  convergente  même 
dans  le  cas  de  y  ((ï')  >  i  ;  dans  ce  cas,  la  convergence  sera  opérée  par  les 
coefficients  de  la  série,  et,  si  f{w)  <  i ,  la  convergence  sera  opérée  de 
plus  par  la  fonction  o{iv)  elle-même.  Donc  c(i{w)  <Ci  sera  un  critérium 
de  la  convergence  de  la  série,  puisque  les  coefficients  E  tendent,  en  gé- 
néral, vers  des  quantités  finies  et  déterminées. 

Ce  c|ue  nous  disons  de  l'expression  (3)  s'applique  aussi  à  l'expres- 
sion (2),  qui  n'en  est  c|u'un  cas  particulier. 

Maintenant,  nous  pouvons  reconnaître  que,  pour  obtenir  une  solu- 
tion  déterminée  y,  de   l'équation  f{y)  =  o,  la  quantité  w  doit  être 
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pi'iso  aussi  rapprochée!  que  possiljle  de  rincoiiiuic  >',  ,  car  pour  w  =y, 
l'expression  (2)  ou  (!5j  se  réduit  à  une  ideiilité,  et,  à  mesure  que  w 
s'éloigne  de  cette  vaUnu-,  la  série  devient  moins  convergente  et  |)eut 
devenir  divergente,  l'oiu-  la  valeur  particulière  (r  ipii  annule  la  dé- 
rivée — S —  ;  valeur  ciui  dilTèrc  généralement  de  y,,  tous  les  ternies  à 

c/ir  i  '-'  ' 

pailir  du  second  étant  inlinis,  l'expressiou  de  rincoiuuie  est  uhkilc.  T>a 
quantité  w  variant  toujours  dans  le  même  sens  et  dépassant  la  valeur 

qui  donne     '   '     ^^  o,    la   série   redevient    simplement  divergente   et 

peut  même  devenir  de  nouveau  convergente,  auquel  cas  une  nouvelle 
valeur  jKs  de  l'inconnue  se  trouve  déterminée. 

On  conçoit  donc  bien,  dès  maintenant,  que  les  expressions  fondamen- 
tales (2)  et  (3)  de  la  méthode  secondaire  élémentaire  soient  suscep- 
tibles de  domi(>r  toutes  les  solutions  d'une  équation  o(j)=o  d'un 
genre  cjuelconque  ;  poiu'  cela  il  importe  de  faire  un  choix  convenable 
de  la  quantité  arbitraire  w. 

Procédés  secondaires  pour  obtenir  la  convergence.  —  D'après  ce  c[ui 
précède,  la  condition  principale  à  remplir  pour  obtenir  la  convergence 
consiste  dans  le  choix  convenable  de  la  quantité  u',  mais  cette  condi- 
tion n'est  pas  toujours  facile  à  remplir,  ni  même  possible  ;  il  faut  donc, 
pour  obtenir  la  convergence,  ce  qui  est  de  toute  nécessité,  recourir  dans 
certains  cas  à  des  moyens  secondaires.  Ces  moyens  consistent  :  i"  dans 
la  transformation  des  séries  divergentes  en  séries  convergentes  ;  2°  dans 
l'emploi  de  la  métiiode  d'exhaustion,  laquelle  peut  être  fréquemment 
utilisée  dans  les  calculs.  On  peut  aussi  faire  un  emploi  simultané  de 
ces  deux  moyens. 

Génération  neutre.  —  Pour  la  transformation  des  séries  divergentes, 
le  moyen  le  meilleur,  au  point  de  vue  des  calculs,  consiste  à  trans- 
former la  série  en  fraction  continue,  puis  à  obtenir  les  réduites  suc- 
cessives [voirXdi  Philosophie  de  la  Technie,  IP  Section).  On  obtiendra  de 
la  sorte,  avec  lui  nombre  suffisant  de  termes,  la  solution  cherchée  avec 
autant  d'approximation  que  l'on  voudra.  En  comparant  l'expression  (3) 
à  la  séri«  (4),  on  obtiendrait  les  formules  suivantes. 
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A„ 

= 

F(<v), 

A, 

= 

c/F(.v) 

A. 

= 

(Or'/o((r)f/-F(»M 

1 

i'l'i^l'[rf<j>(„.)J^ 

A, 

z= 

03[f/ç((T')i/-.[c 

.(n')T-c/"F(" 

•n 

ll|ll2|l,3| 

['/?("•)? 

nous  aurons  pour  expressions  donnant  des  valeurs  de  l'inconnue  de 
j)lus  eu  plus  a])prochécs, 


M) 


r  =  Fin^'j 
y  =  F((p) 


Af?(.v) 

Ai-A,(.(.r)' 

\,\o<p(<r)H-(A^  — AiA:,)[o(>r)]-^ 
A,  — A3o{w) 


(les  expressions  sont  celles  (pio  Wronski  nonnne  Ivs progrès  de  la  gcné- 
ralion  neutre  des  (jiiantités. 

On  obtiendrait  des  formules  analogues,  correspondant  à  l'expres- 
sion (2),  en  faisant  dans  celles-ci  l'{w)  =  w. 

Nous  indi(juerons  plus  loin  en  quoi  consiste  la  méthode  d'approxi- 
mation dont  nous  avons  parlé. 

Par  l'emploi  des  divers  moyens  que  nous  venons  d'énumérer,  nous 
arrivons  à  ce  résultat  remarquable  que  la  méthode  secondaire  peut  être 
appliquée  dans  tous  les  cas,  puisque  la  convergence  des  expressions 
fondamentales  est  toujours  assurée. 

Sur  la  naluj-e  de  la  valeur  fondamentale.  —  Comme  nous  l'avons  vu, 
cette  convergence  dépend  surtout  du  choix  de  la  quantité  w.  Il  faut 
alors  considérer  deux  cas  :  i"  celui  où  w  est  une  cpiantité  purement 
numérique  ;  a"  celui  où  w  est  une  véritable  fonction. 

Quand  w  est  une    quantité  rniméric[ue   et    quand   l'équation   (i  , 
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?(,>')  =  "'  f'-'^'  "'1''  o<lii.'itii)n  |)riniiti\(- .'i!or"l):i(|ii(.  ()u  tninscciulaiilc,  le 
mode  (l'a|)|)li('ali()]i  des  roriiuilcs  roiKlanicnlales  (2)  et  (,'))  est  iiieii 
eoiimi;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Si  (f(y)  =0  estime  équation  (iinerentiello,  y  est  fonclion  au  moins 
(riinc  variable  indépendante  x,  et  la  (piantilé  approchée  ir  ne  suffit 
plus  poflr  déterminer  y,  car  les  diiTérenlielles  de  rincoimiie,  qui  ne 
sont  plus  nulles,  entrent  dnis  les  expressions  fondamentales,  11  laul 
donc  admettre  que  l'on  connaisse  des  valeurs  aj)procliées  de  l'inconnue 
et  de  ses  dérivées  de  diffrrents  ordres,  correspondant  à  des  valeurs 
données  de  la  variable  indéj)cndante  ;  de  cette  façon  les  expressions 
fondamentales  s'appliquent  comme  dans  le  cas  des  équations  primitives. 
Les  équations  différentielles  comprenant  des  ordres  différents  d'indé- 
termination par  rapport  à  l'inconnue,  la  quantité  w  ne  saurait  être  en 
général  une  cpiantité  purenïent  numérique.  On  doit  donc  considérer  w 
comme  une  fonction;  c'est  en  cela  que  consiste  principalement  la  mé- 
thode secondaire. 


RKSOLUTION     DES    EQUATIONS    PRIMITIVr.S. 

Considérons  une  équation  primitive  o[y)  =;o,  algébrique  ou  trans- 
cendante; »',  n'étant  pas  une  c[uantité  dépendant  d'une  autre  variable  x, 
ne  peut  être  une  fonction  proprement  dite;  (r  n'est  ici  qu'une  simple 
quantité  algébrique  ou  transcendante,  et  les  conditions  cjui  la  déter- 
minent se  réduisent  en  définitive  à  une  équation. 

Equation  réduite.  —  Celte  équation  devi-a  se  rajiprocber  autant  c[ue 
possible  de  l'équation  proposée  et  être  nécessairement  résoluble  par 
des  procédés  connus:  elle  devra  être  de  même  natur(>  que  cette  dernière 
et  donner  le  même  nombre  de  solutions.  Si  ces  conditions  sont  conve- 
nablement remplies,  celte  nouvelle  équation  donnera  une  valeur  w 
qui  rendra  la  fonction  '■f{w)  aussi  petite  que  possible,  et  par  suite  le  dé- 
veloppement aussi  convergent  qu'il  se  pourra. 

Wronski  nonuiie  cette  équation  équation  réduite.  Il  faut  tlonc,  pour 
obtenir  cette  équation,  réduire  l'écpiation  proposée  à  ce  qu'elle  a  d'es- 
sentiel, afin  d'en  tirer  la  \^\i^\w  fondamentale  w  au  moyen  d'une  solu- 
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lion  finie.  Pour  cel.i  introduisons  dans  le  premier  meml)re  de  l'équa- 
tion g(j')  =  o  une  (juantité  arbitraire  o,  de  telle  faron  que  la  nouvelle 
fonction  (p[y,  w)  =  o,  qui  ne  sera  autre  que  la  fonction  proposée  ])our 
oj  =  I,  puisse  donner  une  équation  résolidjle  par  les  procédés  ordi- 
naires pour  &)  r=:  o  ;  la  quantité  (r  que  l'on  tirera  de  cette  équation 
réduite,  qui  est  alors  ip  (<r,  o)  =  o,  sera  celle  que  l'on  devra  pftrter  en- 
suite dans  l'expression  (2)  ou  (3)  pour  obtenir  la  valeur  de  l'inconnue. 

Cette  quantité  auxiliaire  oj  peut  être  introduite  soit  en  coefficient, 
soit  en  exposant,  et  cela  de  bien  des  manières  dilférentes.  Cette  (quan- 
tité peut  également  être  prise  parmi  l<>s  quantités  qui  existent  déjà 
dans  la  fonction  9  (y),  comme  nous  le  verrons  dans  divers  exemples. 

D'après  ce  cjui  précède,  la  manière  la  plus  convenable  d'introduire 
la  quantité  auxiliaire  <o  doit  conduire  à  des  équations  réduites,  réso- 
lubles immédiatement,  et  dans  tous  les  cas  d'une  manière  tliéoricpie  et 
fini(>,  en  ayant  soin  de  s'écarter  le  moins  possible  de  la  natui-e  géné- 
rale de  l'équation  proposée.  Nous  pourrons  donc  cboisir  pour  les  équa- 
tions algébi'icpies,  parmi  les  éqtiations  résolubles,  les  écpiations  réci- 
procjues,  ou  plus  généralement  les  écpiations  binômes  du  même  degré 
cpie  celui  de  l'écpiation  proposée.  Pour  les  écpiations  transcendantes, 
dont  la  forme  est  variable  à  l'infini,  nous  pourrons  les  ramener  à  la 
forme  d'équations  algébriques,  résolubles  comme  il  vient  d'être  dit. 

Sur  les  soliilions  théoriques.  —  Il  r 'suite  de  cette  méthode  cpie  l'on 
distingue  toujours  deux  parties  dans  la  résolution  d'une  équation  : 
l'une  /?«/e,(r  ou  F((ï'),  donnée  [)arréc[uationréduite,constituant  la  par- 
tie finie  de  la  solution  et  la  partie  essentiellement  théoricpie,  et  l'autre 
indéfinie,  existant  généralement,  formée  par  l'ensemble  des  autres 
termes.  Si  '^{j)  =  o  n'admet  pas  de  solution  finie,  ce  c|ui  est  le  cas  le 
plus  fréquent,  et  si  l'équation  réduite  est  déterminée  de  telle  façon  que 
l'on  ne  puisse  pas  eu  trouver  une  autre  plus  rapprochée  de  l'équation 
proposée,  la  valeur  fondamentale  que  l'on  en  déduira  rendra  la  fonc- 
tion o((T')  aussi  petite  qu'il  se  pourra,  et  le  développement  atteindra  le 
maximum  de  convergence.  Par  suite,  In  parlie  indéfinie  de  la  solution 
sera  réduite  à  la  moindre  importance,  et  celle-ci  donnera,  au  contraire, 
à  la  partie  finie,  qui  forme  la  partie  théoricpie,  la  plus  grande  impor- 
tance cpi'elle  ])uisse  avoir.  Dans  ces  conditions,  il  n'v  aura  plus  rien 
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(1  arljilraii'c  dans   la  s(jliili()ii  ohtcnue,  ot  rcHe  solution  sera  ihcorifiue. 

Si  au  contraire  on  obtient  un  (léveloj)|)enu'nt  dont  on  pourrait  eneore 
augmenter  la  convergence,  il  y  aurait  dans  la  loi'inalioii  de  r((|nali()ii 
réduite,  et  par  suite  dans  la  valeur  fondamentale  U',  (|nel(|ue  chose 
d'arbitraire  ;  la  solution  serait  alors  technique. 

Tel  est  le  sens  que  Wronski  attribue  à  ces  i\c\\yi.  expressions  de  so- 
lutions théoriques  et  techniques,  il  est  évident  cpie  l'on  peut  obtenir 
une  infinité  de  solutions  techniques  se  rapprochaul  plus  ou  moins 
de  la  solution  théoricpie  ;  ou  ne  peut  donc  pas  admettre  a  priori  (pTune 
solution  puisse  être  obtenue  sous  forme  finie  :  il  faut  chercher  dans 
cjuelles  conditions  la  partie  indéfinie  de  la  solution  peut  se  réduire  à 
la  moindre  importance,  et  l'on  verra,  par  suite,  si  elle  peut  s'annuler 
complètement.  Ces  conditions  dépendent  évidemment  de  la  nature  des 
fonctions  que  l'on  admet  à  figurer  dans  la  solution;  nous  reviendrons 
sur  ce  sujet  (  '  ). 

Méthode  d'e.xliauslion.  —  Maintenant  disons  un  mot  de  la  méthode 
d'exhaustion  dont  nous  avons  parlé,  méthode  qui  doit  suj^pléer  à  l'iii- 
sulfisance  de  la  convergence  de  l'expression  fondamentale,  quand  cela 
se  présente.  Nous  admettons  cpie  nous  ne  jouissions  former  convena- 
blement une  équation  réduite  (p[w,o)  =  o  de  telle  sorte  que  l'expres- 
sion fondamentale  (2)  ou  (3)  soit  divergente  ou  trop  lentement  con- 
vergente pour  exprimer  la  solution  de  l'équation  proposp<>  (D[y,\)  =  o. 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  ip((v,  w)  =  o,  quand  on  donne  à  la  cpian- 
tité  oi  la  valeur  i . 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  nous  aiu'ons  ordinairement,  dans  ce 
cas,  9((V,  i)>'  I.  Donnons  à  oj  une  valeur  (o„  comprise  entr<>  zéro  et 
l'unité,  telle  cpie  ^^(«'o,w„)  <  i,  »„  désignant  maintenant  la  valeur  fon- 
damentale; cette  condition  assurera  la  convergence  du  développement 
et  donnera  une  solution  (f,  ,  qui,  sans  être  la  solution  cherchée,  s'en 
rapprochera  davantage  cpie  la  valeur  n„  donnée  par  l'équation  réduite. 
Prenons  à  son  tour  »',  comme  valeur  fondamentale,  si  yf»',,  i  1<C  • ,  on 
pourra  obtenir  avec  une  convergence  suffisante  la  solution  cherchée. 
Autrement  nous  prendrons  une  valeur  o),  de  la  cpiautité  auxiliaire  w, 
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comprise  entre  ',)„  et  l'unité,  de  telle  sorte  que  ©(tr,,  'o,  )  <  i .  I,a  valeur 
()',  portée  dans  l'équalion  fondamentale  donnera  une  seconde  valeur 
u'o,  la(pielle,  étant  considérée  à  son  tour  comme  valeur  rondamenlale, 
donnera  la  solution  clierciiée  si  fp((ro,  i)<C  i. 

On  pourra  ainsi  taire  plusieurs  substitutions  des  quantités  ir„,  if,, 
(T.,,  ...,  données  au  moyen  des  quantités  auxiliaires  w„,  oj,,  Wj,  ...  ; 
mais  le  nombre  en  sera  toujours  restreint,  par  la  raison  que  les  dé- 
terminations successives  des  quantités  w  contenues  entre  zéro  et  l'unité 
ne  sauraient  étte  nombreuses  (roi>,  pour  la  méthode  secondaire  élé- 
mentaire et  pour  la  méthode  d'exhauslion  applicable  dans  ce  cas,  /<i 
Reforme,  t.  1,  ]>.  Ixwiij  à  Ixxxiv). 

Premier  exemple.  —  Pour  éclaircir  les  dévelop|)ements  que  nous 
^ enons  de  donner  sur  la  méthode  secondaire,  nous  jwuvons  applicpier 
cette  méthode  à  un  exemple.  Devant  traiter  spécialement  des  équations 
algébriques  dans  la  méthode  secondaire  systématicpie,  nous  laisserons 
provisoirement  ces  équations,  l'our  l'instant,  nous  allons  résoudre  une 
équation  transcendante  dont  Wronski  a  donné  la  solution  (voir/rt  Ré- 
forme, t.  I,  p.  cccxxij  et  cccxxiij). 

Soit  le  système  d'équations 


.     y               r|J.v     <fCOSa+sin(a  —  lo) 
SUIÊ        . —  r — j-j ) 


tangw  =  — 


les  quantités  H  et  oj  sont  les  inconnues,  et  les  autres  des   constantes. 
Posons,  pour  abréger, 


0  n  wt  I  —  cos  ? 


D'après  les  conditions  (]i\  problème,  les  constantes  m  et  n  sont  sen- 
siblement égales,  la  première  à  -*-  et  la  seconde  à  l'unité,  ou  du  moins 
s'écartent  peu  de  ces  valeurs;  quant  aux  angles  a  et  o,  ce  sont  de  très 
faibles  quantités. 
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Nous  polirions  rcriic  ainsi  les  équations  proposées  : 

[     ■     y.  ni  (»  cosa -H  sin  (a  —  co) 

/rï  SUIS        =  -  i- ^ ■ , 

(H)  l  ■  n  cosa 

(  tang'^j  =  np. 
Or  la  première  équation  donne 

n     .     ^ 

—  smç  ~  tanga  cosw  —  smoj  -f-  'f, 


et,  substituant  ici  la  valeur  de  sinu  tirée  de  la  deuxième  équation  (|3) 
nous  avons 

r  =  (i  -!-  «'/j-)cos-w. 

Enfin,  éliminant  cosw  entre  les  deux  dernières  équations,  il  \ient 

(y)  (  ^sin^  —  ç  )  V  I  -+-«>'  =  tanga  -  rip. 


Telle  est  l'équation   qu'il   s'agit  de  résoudre;  en  effet,  connaissant 
l'angle  Ç,  la  deuxième  équation  (a)  donnera  l'inconnue  w. 

Remarquons  que  la  ([uantité/7=  ^ — ^  est  toujours  plus   petite 

que  l'unité;  de  plus,  n  étant  sensiblement  égal  à  l'unité,  la  quantité 
v'i  -+-  7i'-yo'- différera  généralement  peu  de  l'unité;  nous  pouvons  donc 
former  l'équation  réduite  de  la  manière  suivante  : 

[à]  (^  sin  S  -  9  )  (y'  i  -)-  n- fY  =  tang  a  -  iip . 


Nous  désignons  ici  par  a  la  quantité  auxiliaire  que  nous  avons  jusqu'ici 
exprimée  par  o),  pour  ne  pas  la  confondre  avec  l'angle  o)  qui  est  une 
des  inconnues  des  équations  (a).  T^'équation  (c?)  ponrrt  ^=  i  reproiliiit 
l'équation  (y)  et  pour  rt  =  o  donne  l'équation  réduite 


'è)'  :;;7'^'"?  —  ?  =  ''"^"g^-  —  ^P' 
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Afiii  (le  (lisliiigiii'r  l;i  \;ilcur  rondanienlale  tirée  tic  celte  équation  de 
la  valeur  2  de  rinconnue,  nous  mettrons  ij;  à  la  place  de  ^  dans  l'équa- 
tion réduite,  comme  nous  avons  mis  iv  à  la  place  de  y  pour  l'exposition 
de  la  méthode.  ?s'ons  aurons  ainsi  pour  e(piation  réduite 


(0  -sin^j.  -  y  =  tanga  - /uy, 

en  laisanl 


La  solution  donnée  par  Wronski  indique  (pie  l'équation  réduite  a 
été  formée  en  introduisant  d'une  manière  diflérentc  la  «piantité  auxi- 
liaire a;  l'équation  (c?)  devrait  être  alors 


Ç  )     -  sui^  —  '^      V  I  +  "'y"  +  ^ tani^a 


np. 


l'oiir  a  =  1  on  a  aussi  l'équation  proposée  (y),  et  pour  a  ~  o  on  a 
léqualion  réduite  (  !i)' . 

Nous  pouvons  nous  en  tenir  à  l'équation  (s),  que  nous  allons  d'abord 
résoudre. 

.Substituons  aux  quantités  sini];  et  cost];  les  valeurs   données  par  les 


égailles 


sintj;  —  2  sin  ~^  cos^'|, 
I  —  cosij;  =  2  sin-J  ']/. 


L'équation  réduite  (l<>vient 


(■/))  snv|= ■ ■ 

'  '  n  m  i  , 

I  M---  lan»-ii 


Désignons  par  X  le  rapport  suivant,  très  peu  variable  pour  de  faibles 


mi:tiioi)i:s  r.  i;\i:u,\i,es   i.n    maiiiiim  \  riQui:s. 
valeurs  de  ^  : 

(0)  X  =  ;|^tang^f 

Ij'éqiiatioii  (y;)  s'écrira 


SIII'J;  =  —  ^ ^  ■ 

'  /;      1  -i-  rit\ 


L'angle  cherché  ^  est  compris  cntreoet-,  et,  comiiic  Xcst  iiiu' (jiian- 

tité  très  peu  varialjlo,  on  pourra,  pour  avoir  une  |)reniièro  valeur  sulli- 
sante  de  X,  prendre  poin-  ij/  une  valeur  moyenne  de  3o",  ce  qui  donnera 
environ  X  =y.  L'équation  (vj)' donnera  ainsi  hi  valeur  fondamenlale  li. 
La  quantité  q  donnée  par  (s  )'  peut  s'écrire 

,    >  I  —  COS  ']>  „       .        , 

(0  7=  ^=-^SUi|, 

et  sa  dérivée  est 

(0'  ■  g  =  isin^(.-X). 

Enfin,  si  l'on  change  t];  en  ^,  q  enp  et  X  en  Y,  l'équation  proposée  (  y) 
devient 


Il    ■ 


x)  —  sin:  —  ?  )v  '  "^  '*'  V-sin-ç  =  tanga  —  /;  Y  sin  H. 


Telle  est  la  forme  la  plus  convenable  pour  apj)liquer  la  méthode  sectjii- 
daire. 

La  quantité  inconnue  est  Ç,  mais  la  quantité  cherchée  estsinS;  nous 
aurons  donc  recours  à  l'expression  (3),  que  nous  écrirons 

(X)  F(.r)  =  F(.0-,(>.)^^  +  .... 

cltv 
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Puisque  F(  r)  est  ici  sin|,  nous  nultrons  pour  V{»') 

m  'SI  +  lansa 
(y.)  Slll'l;      ou      —' i -    ) 

et  iiour  — -. 

'  (Al' 

(il)'  cosij^; 

(p{w)  est 

(v)  (  — sin|  —  y Wi  •+-  n^X^  sin'-({;  —  tanga  -\-  nX  sinij;, 

et,  puisque  ij^  satisfait  à  l'équation   réduite  (s),  on  peut   écrire  cetie 
quantité 


(v)'  (tanga  —  nX  sint]/)  (y'i  +  «^  X^  sin'''ij>—  i). 

La  dérivée  de  (p(w)  prise  sur  l'expression  (v),  en  ayant  égard  à  [i] 
et  [t)',  peut  s'écrire 

"  cosiL    Vi  -I-  «'X.^  sin^d/ 
'"  L. 

-t-  m  — ^  I  —  X      I  —  tang«  -^^-- -        ', —  +  ,      = 

En  développant  les  radicaux  v  m  -h  «-«-  et    ,_  et  faisant 


2  2  .   l  2    '  ■'.'  " 


tanga  +  n 

<{'  = ^^ > 

^  I  +  «■•'  (/■■' 
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on  a  cleliiiitiveinciit,  ])oiir  'f[w)  et      ,       > 


S) 


—  c  os  di 

in  ' 


(  taiig  a  —  n  \  sin  '\)Q, 


Faisons  clans  (X)  les  subslitulions  de  V(w),  o\w)  et  de  leurs  dt'rivées, 
nous  obtenons 


/     .     .,        n  o  +  tança 

Sine  =—  ' 't-- 

m     I  H-  m  \ 


—  mn  tanga- 


m/r 


Q(Xsin'i>)2 


-t-  --j-  Ung'l>(i  —  X)(i  —^nq)  +  Q.n-fj- 

-     -T-     .    .    . 

—  tangij;(i  —  X)(,i  --  */«(/)  +  il/i-r/- 


ïelle  est  la  solution  de  l'équation  proposée  (7)  ou  (x).  L'équation 
réduite  différant  très  peu  de  l'équation  proposée,  cette  expression  est 
très  convergente  et  les  termes  calcidés  sont  suffisants. 

Cette  solution  diffère  de  celle  donnée  par  Wronski  en  ce  que  nous 
avons  de  plus  les  quantités  <^l;>nqct  Q/rq-.  D'après  les  données  de  la 
question,  ces  quantités  sont  complètement  négligeables;  mais  nous  les 
avons  trouvées  parce  que  cette  solution  est  obtenue  par  la  métliode 
élémentaire,  tandis  que  Wronski  obtient  la  sienne  par  la  méthode 
systématique.  On  peut  voir  par  cet  exemple  l'avantage  de  cette  der- 
nière méthode  sur  celle  que  nous  traitons,  puisqu'elle  élimine  des 
fonctions  qui  sont  négligeables  par  elles-mêmes. 

Remarquons  encore  que  la  fonction  iî  doit  se  réduire  à  la  valeur  1, 
puisque  les  quantités  n^q-,  n*q\  ...  sont  négligeables.  Cette  fonc- 
tion il,  donnée  par  la  première  équation  (v  )",  diffère  un  peu  de  celle 
que  donne  Wronski,  savoir 


Ù  = 


.3 


'-^'^'f  +  ^"'q' 
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(ici le  (linéreiirc  ticiil  ciuore  ;i  la  inclliodc  (|iic  nous  axons  employée, 
mais  (>lle  lient  aussi  à  la  forme  que  nous  a\t)ns  tloimée  à  l'équalion 
ti'ansforniee  (5)  ou  (Ç),  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin  en  repre- 
nanl  l'équation  proposée  à  l'occasion  de  la  méthode  secondaire  svsté- 
niali(ni('. 
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Sur   (jiiclqnvs    théorcmcs   de   Mécanique  ; 
Pau  m.  II.  RESAL. 


I.  —  L'accélération  d'un  point  libre,  lorsque  sa  direction  est  constante, 
est  proportionnelle  au  rapport  du  cube  de  la  vitesse  du  mobile  au 
rayon  de  courbure  de  sa  trajectoire  (  '  ). 

Nous  remarquerons  d'abord  que  la  courbe  est  plane. 

Soient,  au  Ijout  du  temps  /,  ç,  p,  a  la  vitesse  du  mobile  m,  le  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire,  l'angle  formé  par  la  direction  de  l'accé- 
lération 'Si  avec  la  normale.  On  a 

(û  cosa  =  —  ; 

? 

d'où 


<P  = 


pc  cosa 


Or  i'  cosa  est  la  composante  de  la  vitesse  suivant  la  normale  à  la  direc- 
tion de  l'accélération;  elle  est  donc  constante  et  égale  à  «'„  cosko,  l'in- 


(')  Ce  théorème  a  été  énoncé  pour  la  première  fois,  à  ma  connaissance  du 
moins,  par  M.  E.-T.  llabicli,  ([ui  l'a  iléduit  de  l'Analyse,  dans  une  brochure  inli- 
lulée  Etudes  cùic/nali/fcies. 

Jottrn.  de  Mnck.  (3'  iiéi-ie),  tome  ^  II.  —   Janvier  i88i.  J 
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dice  o  se  rapportant  à  un  instant  déterminé  <„.  Nous  avons  ainsi 


9 


pi'o  cosaQ 
ce  qu'il  fallait  établir. 

Remarque.  —  Soit  c  la  corde  du  cercle  osculateur  déterminé  par  la 
direction  de  y  ;  on  sait  que 


■2  1," 
C 


[a)  <p 

par  suite, 

P_    <^ 

c  2  ('o  COS  «0 

Donc  le  rapport  du  rayon  de  courbure  à  la  corde  interceptée  dans  le 
cercle  osculateur  par  la  direction  de  l'accélération  est  proportionnel  à  la 
vitesse. 

Application  à  la  détermination  du  rayon  de  courbure  de  la  parabole.  — 
Considérons  ime  parabole  décrite  par  un  point  matériel  pesant  m 
dont  la  masse  est  censée  égale  à  l'unité  et  dont  la  vitesse  initiale  Vg 
est  dirigée  suivant  l'horizontale  7?Z(,j  du  point  de  départ  mg.  Soient  /«u-r 
la  verticale  de  m„,  F  le  foyer  et  2p  le  paramètre  de  la  courbe.  On  a 


«0    ^ 

-  O, 

2 

'    7- 

'  ^'oi, 

(3) 

r=- 

-2pX, 

(4) 

^       S 

Le 

principe 

des  forces 

vives 

donne 

V^=: 

^^H 

2^J?  = 

g{P    ■- 

2X) 

De  l'équation  (2)  on  déduit  immédiatement  la  formule  connue 
/p-\-  2  a: ,  >  /  F  m  _, 


SUR    QUELOllES    TIIÉORKAIES    DK    MKCANIQUi;.  35 


II.  —  L'accélération  d'un  point  diri<j;ée  vers  un  centre  fixe  est  propor- 
tionnelle au  cube  de  la  vitesse,  au  rayon  vecteur  et  à  la  courbure  de  la 
trajectoire. 

Comme  dans  le  cas  ])récédent,  la  courbe  est  plane.  Soient  O  le 
centre  fixe,  r  -  Om  le  rayon  vecteur,  x  l'angle  qu'il  forme  avec  la  nor- 
male. L'indice  o  continuera  à  distingner  les  notations  qui  se  rapportent 
à  un  instant  déterminé  défini  par  la  valeur  t„  du  temps  t.  On  a,  d'après 
le  principe  des  aires, 

ç^u'o  i^osa„  ^^  i'r  cosa, 

et  l'équation  (i),   qui  est  générale  et  applicable    dans   tous   les  cas, 
donne 


prv  cosa         p''o''o  cosa,. 


expression  dans  laquelle  on  ne  devra  considérer  que  les  valeurs  abso- 
lues de  (p,  p,  cosK,,.  Le  théorème  énoncé  se  trouve  ainsi  démontré. 
Remarque.  —  Des  fornmles  {a)  et  (5)  on  déduit 


/'i' 


c         2  /•„  (•„  COS  a., 


d'où  im  nouveau  théorème  qu'il  est  facile  d'énoni-er. 

Applications.  —  i"  Rayon  de  courbure  de  l'ellipse.  —  Considérons 
l'ellipse  comme  décrite  par  un  point  dont  l'accélération  est  dirigée 
vers  le  centre  de  la  courbe  et  égale  au  rayon  vecteur.  Soient  Oa?,  Oj 
les  directions  de  deux  demi-axes  a,  è;  A,  B  les  sommets  de  ces  demi- 
axes.  Nous  aurons 

d'^a; 

d'-Y 

-d^--y^ 
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d'où,  en  appelant  M,  N,  M',  N'  des  constantes, 

X  r^Mcos«-i-  Nsin/   i- j  =  M'cos/   hN'sin?. 

Prenons  poiu'  vitesse  initiale  celle  du  passage  du  mobile  au  point  A  ; 

d.r  f/r 

nous   aurons,  en   remarquant  que   x  =^  a,    -^^=0,^=^0,   -j-  =^  i'„ 
pour  /  =  o, 

X  ■—  acost, 

d'où 

v„  z^-.  b 
et 

X^  Y' 

a-        b- 

D'ailleurs  «„  =    o,  /„  —  a,  (p  ==  r  et,  d'après  l'équation  des  forces  vives, 

i>-  =  ^>l  —  {?'-  —  l'I )  —  a-  +  b-  —  r-  ;  la  formule  (  5 )  donne  par  suite 

(a'--^lf--r'-S'- 
P-^  Tb 

2°  Rayon  de  courbure  de  l'hyperbole.  —  Soient  Ox,  Oy  les  directions 
de  l'axe  réel  2a  et  de  l'axe  imaginaire  26  de  l'hyperbole. 

Nous  pouvons  considérer  la  courbe  comme  étant  décrite  par  un 
point  dont  l'accélération,  dirigée  suivant  r  —  Om,  est  égale  à  ce  rayon 
vecteur.  Nous  avons  ainsi 


a  ou 


=  x, 

d^Y 

dr-  ' 

=  J» 

X-- 

=--Me' 

-T-  Ne-', 

y: 

=  M'e' 

+  N'e-' 

su  11     (UII!I,(JUKS     llllioUKlMICS    l)K    IM  hicA  N  loll  K.  ?)"] 

Si  nous  pinioiis  pour  v„  la  vitesse  du  mobile  à  son  passage  à  l'un  des 
sonmiets  de  l'axe  réel,  nous  avons 


d. 


V 


^  =  '''     7/^-  =  "' 
dv 


pour  /   -  o,  d'où 


rt  /     ,     .  _,  X  l', 


"  I  at       a  t\ 


a;  = -i^e^ -^^  e- },     j-.-[e-e 


d' 


ou 


et,  par  suite, 
On  a  d'ailleurs 


^0  ■=  b. 


_.  f,^         ^,2  ^  ^,■2  _^  fi  __  ,.2    _   ^2   _.   ^2  ^^  1.:^ 

et  l'équation  (5)  donne,  par  suite, 

{!■■' —  d^ -^  b'^Y 
P  = âù 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  on  a  simplement 

,.3 

'         n- 
d'où  un  théorème  qu'il  est  facile  d'énoncer. 

3°  Rayon  de  courbure  d'une  courbe  dont  l'équation  est  exprimée  en 
coordonnées  polaires.  —  Soient  r,  c,  oj,  /:  le  rayon  vecteur,  l'angle 
polaire,  la  vitesse  angulaire  du  rayon  vecteur  et  inie  constante. 

D'après  le  principe  des  aires,  la  génération  de  la  courbe  dérivera 
d'une  accélération  centrale  si  l'on  a 

t'oAo  cosa,,  —  «/•-  =  k, 
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d'où 

L'équation  (  5  )  devient  alors 

(5')  ?-S- 

On  a  d'abord 

/      fil         (ir  /.    (il 

\      lu   ^M^  ^"  ?'  dfi' 


La  vitesse  v  étant  la  résultante  de  -y-  et  de  cor,  il  vient 

(Il 


/,  /    I     ^/z- 


D'autre  part,  l'accélération  absolue  <p  n'est  autre  chose  que  la  résul- 


d^ 
df' 
w'r  estimée  suivant  le  rayon  vecteur.  On  a  ainsi 


tante  de  l'accélération  relative  -7—  et  de  l'accélération  d'entraînement 

dt- 


I     ,  d-r  .,      _  d- r        k'        /,'-  t  1    (/-r         2    dr' 

Enfin  la  formule  (5')  donne,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (8)  et  (9), 


I   d- r         o,    (II-  /■      /  1    ^Z/- 


.'«^  7-d»    --77m-''=-^V7W^'- 


Soit  /  —  a5"';  on  a 

-  r  -        -1^ 
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Lorsque  m  —  i,  on  trouve  la  foruuile  connue;  relative  à  la  spirale 
d'Archimède  : 

Pour  la  spirale  hyperbolique,  m  --^  —  i  et 


p  = 


a  (  4  r^  +  a-  ) 


L'équation  r -- ae'"'*  de  la  spirale  logarithmique  et  la  formule  (loj 
conduisent  au  résultat  connu 


III.  —  Du  problème  ùwerse  du  mouvement  d'un  point  matériel 
sur  une  surface  de  révolution . 

Etant  données  une  surface  de  révolution  et  une  courbe  tracée  sur 
cette  surface,  la  courbe  peut  être  considérée  comme  étant  décrite  par 
un  point  matériel  m  qui  se  déplace  sur  la  section  méridienne  en  même 
temps  que  le  plan  méridien  tourne  autour  de  l'axe  de  révolution.  Il  v 
a  évidemment  entre  ces  deux  mouvements  une  certaine  dépendance 
qui  se  déduira  de  la  nature  même  de  la  courjje  donnée. 

Nous  pouvons  supposer  que  la  masse  du  point  décrivant  est  égale  à 
l'unité,  pour  ne  pas  introduire  un  facteur  commun  qui  disparaîtrait 
dans  les  équations  finales. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  conditions  que  doivent 
remplir  les  composantes,  suivant  la  méridienne  et  la  tangente  au  paral- 
lèle, d'une  force  capable  de  faire  décrire  au  mobile,  dans  son  double 
mouvement,  la  courbe  donnée.  (Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  de  la 
composante  normale,  qui  est  complètement  arbitraire,  pourvu  qu'elle 
soit  suffisante  pour  maintenir  le  mobile  sur  la  surface.) 

Parmi  tous  les  systèmes  de  ces  composantes  qui  satisfont  aux  con- 
ditions qu'il  s'agit  de  trouver,  il  y  en  aura  un  qui  sei-a  plus  simple  que 
tous  les  autres,  et  c'est  ce  système  qu'il  conviendra  de  choisii'. 
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On  évaluera  ensuite  la  composante  géodêsique  (perpendiculaire  à  la 
vitesse  dans  le  plan  tangent),  dont  on  déduira  la  position  du  plan  oscu- 
lateur,  et  par  suite  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée. 

Emploi  (les  coordonnées  spJiériqucs.  —  Soient  [Jîg-  i  ) 


X  cash  t/ ^ 


Oz  l'axe  de  révolution; 

Oy  la  perpendiculaire  en  un  point  O  de  cet  axe  comprise  dans  le  plan 

du  méridien  mobile; 
(];  l'angle  formé  par  Oy  avec  l'une  de  ses  positions  antérieures  bien 

définie  Oy,,  ou,  si  l'on  veut,  la  longitude  du  méridien  mobile; 


>  SL  11    Qi:i;i,oiir;s    i  ii lioii i'jm  i;s    i)i:    m l'c  \ n km: i:.  4  i 

tn   la  posilioii  du  pniiil  (h'i  ri\aiit  corrospoïKlaiit  à  la  lonj^iludc   'i.  à  la 

lalitiide  0  =  rnOy  et  an  rayon  vecteur  i  —  ()m: 
m\  =  vcos5  le  ravou  du  parallèle  passant  par  ni: 

ch  =^  \l(k- -h  i- (16 - -\- i- cas- 0(/'i^-  l'are  éh'mciilairc  de  la  seclioii  méri- 
dienne; 

a  l'aufïle  formé  [)ar  la  normale  à  cette  courbe  avec  i)m.  et  cpii  est  dé- 
terminé par  la  rehition 


ro  ^  tan^.«-__„. 

Soient,  de  plus. 

R  le  rayon  de  combnre  de  la  section  méridienne; 
.1   l'intersection  de  la  méridienne  avec  Oy; 

T,  1'  les  composantes  de  la  force  extérieure  estimées  suivant  la  méri- 
dienne dans  le  sens  de  dO  et  la  tangente  au  parallèle  dans  le  sens  de  t^. 

Nous  avons 

(  2)  f^^y  =  ^  +  90"  —  x. 

Si  entre  les  équations  de  la  courbe  tlonnée  on  élimine  successive- 
ment 'Li  et  i,  on  obtiendra  deux  relations  tle  la  forme 

(4)  -^=/'^J, 

dont  la  première  n'est  autre  chose  que  l'équation  polaire  de  la  courbe 
méridienne. 

L'accélération  relative  de  m  est  -7-  ■  Les  accéléi-ations  apparentes 

dues  à  la  rotation  V  sont  : 
at 

i"  L'accélération  centrifuge 


[a)  '  icosO 


■II'  ' 


dirigée  suivant  Irn: 
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2"  I.'ac'crlt'ralioii  tangentielle  d'entraîiKMiK'nl  changée  de  sens. 

(h)  i  cos  5  —.^:,  ) 

dont  la  direition  est  opposée  à  celle  tl<'  P; 

3"  L'accélération  centrifuge  composée,  ilue  à  la  vitesse  relative  pn:- 
jetée  sur  le  plan  de  l'équateur 


l.m}  r/x,co>l) 


el  dont  la  direction  est  la  même  que  celle  de  l'accélération  ci-dessus: 
elle  a  |)()nr  valeur 

,    ,  d'\  (h  rosO 

(Cl  2  — '- • 

'      '  ^  dt         dt 

I^e  théorème  de  Coriolis  donne,  suivant  les  directions  de  P  et  de  T, 

I  d^i        rj,  r.    ■      a  ^  '^¥' 

-TV  =1—1, cosC/  sm  i &  ~  ai  -7^  ) 

^  \   dL-  (IL- 

f5) 


f      (  )  =^  p  —  V  cos  5 


d-'\j  d'^  dt^  co-^f^ 

77F  ~  ^  777     Tft 


Si  l'on  prend  pour  variable  oj  = -^  au  lieu  de  /,  et  que  l'on  |)ose 
f,)- —  ix',  on  reconnaît  facilement  que  ces  équations  deviennent 

'/-"  I    l'Ai'  da  ,  /.     ■     ir  ^  (l'V' 

1  =  (^'---H ïT-TTT-f-  (P'^'^cos&sm  &  —  a)-7~' 

.  /'      d'-'h        r   (Al'  d\,  .  d'il  ^/iCos6 

V      (m-       2  </f)  dn  I  II')      dn 

(Jn  voit  ainsi  ([ue  tr  est  indéterminé  et  que  l'on  obtiendra  les  expres- 
sions les  plus  simples  de  T  et  de  P  en  supposant  w  —  i  ^  ce  qui  revient 
à  prendre  Q  =^  t.  On  a  alors 

'        \       ^     =    ^    ^     ^   ^^^^    ^"^   '^    ~     *^   ^    ' 

^     ''  i    -,  ,d-^  d'i  AcosO 


Mil  ;i|)poIaiit  i  raii<^K'  (oriiu'  pai'  la  taiigontc  à  la  roiirhc  (ioiiiicc  avec 
la  innidionnc,  on  a  évicloniment 

1  cos^r/i];  --  vt/O  laiiij/, 


(7)  tai.g/=cos$^|- 

f^a  composaiito  gt^otlrsiriiic  de  la  lorrc  cxtrriciii'c  sera 

(S  )  S  =  Tsin/  —  P  cos/  =  cos/(  T  laiig/  —  I') 

Si,  au  lieu  de  se  donner  la  relation  :|  •  ""  ^''"^  '"  déterminer  df 
manière  que  la  courbe  soit  une  ligne  géodésique  de  la  surlaee,  elle  sera 
remplacée  par  S  =  o  ou  par 

(<)  1  i'tang/  -   r. 

Revenons  au  (as  général  et  désignons  par  y  linclinaison  du  plan 
osculateur  de  la  courbe  sur  le  plan  normal  à  cette  eourbi'  dont  i'élé- 


ment  est  désigné  par  dx.  Nous  avons 


ds  = 

cos; 


l:niu'  ^ 


La   courbure  géodésique  étant  — yf-    ■  il  vient,  en  se  reportant  a  un 
théorème  connu. 


^"'^^  =  S, 


(OS-  /      H 


La  détermination  de  l'angle  y^  conduit  naturellement  à  celle  du 
rayon  de  courbure  de  la  courbe,  qui  sera  donné  par  le  tliéorémc  tle 
Meusnier. 


Appdcalion  au.r  roiiihcs  sp/icricjucs.        Nous  avons,  dans  co.  cas, 


a  --  o, 

^  =r  R  =:  c()nst. 

a  =^J\0. 

En  posant 

les  équations    6 

donnent 

I'         ■    r        r    •> 
jT  =  sniy  fosC/  ir . 

-  =  COS&--   —    2?/  SI 

Si  la  courlje  est  une  loxodromie  ou  si  i  est  constant,  on  a,  en  avant 
égard  à  la  formule  (7), 


U  := 


et  cnlni 


s/         ;/0  "~       cos-'O 

T 

j^=  taug-/tang5, 

a=  -  tang/tangC, 

S  •  , 

r>  =  tanij;  tang5 


tangy  =  sin?"tangî. 


(k'tt(>  lornude,  qui  se  vérifie  pour  i  =  o  et  /  —  90",  c'est-à-dire  pour 
une  section  méridienne  et  les  parallèles  définis  par  les  angles  ±  5, 
montre  que  /  est  un  côté  d'angle  droit  d'un  triangle  sphériqtte.,  opposé 
a  l'angle  0,  et  dont  l'autre  côté  d'angle  droit  est  i,  d'où  une  construction 
cjue  l'on  peut  iacilement  efiecluer. 

Emploi   des  coordonnées    cvlindrujues .    —    Soicnl 

:;  l'ordoiMiée  du  mobile  m,  parallèle  à  l'axe  de  révolution  ():: 
r  l(î  rayon  m]  du  parallèle; 


Mil!    oi  I  I  Qi  I  S  m  i.()1ii:mi:s   m:    Miic.AMoi  i;.  /|S 

[j  l'anode  TJr  lonne  |)ar  la  inci'idiciinc  avec  le  rayon  de  l'é(niati'iii- : 

(■)  r=.¥[z),     ■l>=Az} 

l'équation  du  méridien  el  la  seconde  îles  é(|ualions  (|ui  servent  à  dé- 
finir la  courbe.  Nous  axons 

et,  en  nous  reportant  au\  lornudes  cL  notations  (jui  ])récedenl, 

(7/^  =  T  +  .cosp^.^^-, 

'  (li-  (Il  (h 

Kn  substituant  à  t  la  variable  w  =  -^^  =  y  tr^  ces  équations  deviennent 

,_  (l-  T  \    dw  (h  ,  <l<\i- 

1  —  (ï'-rr,  H -, — T  -^-  uvcos.i  -,-, , 

(Iz-         ■!    dz    dz  '    dz- 

„  /■      d-'h         I   f/ie  d'il  \  d'il  dr 

\,       (/;-         3   dz   dz  !  dz  dz 

Comme  w  reste  indéterminé,  on  peut,  pour  j)Uis  de  sim|)licite,  le 
supposer  constant  et  même  égal  à  l'unité,  la  suppression  de  riiomogc- 
néité  n'offrant  aucim  inconvénient,  puisque  dans  ce  qui  suit,  comme 
tians  ce  qui  précède,  on  ne  considérera  que  des  rapports.  Il  \  ient  alors 

1  =  -7—,  +  ''  i"os  ,i  -r-,  , 
ilz-  '    ^/;- 

'  dz'  ^      dz  dz 


avec  les  relations 


S  =z  cosj'i  T  [anvj  —  V  \ 


d^ 

rd'h                 dz 
\A\mi  =  —r-  =  — ' 


(6)  ta  no- 7^ 


SR 


I  -1-  -r:.  )  i  /-  ■ 
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pai-  suite. 


/•  — 

coiist., 

fh 

=  f/r. 

laiig 

T 

=  o. 

P  = 

l/(([iiation  différentielle  des  lignes  géodésiques  est  donc  P  =  o  ou 

d'où 

e(|uatiiin  (jui  représente  bien  la  famille  des  hélices. 

Nous  allons  appliquer  maintenant  les  formules  ci-dessus  aux  lignes 
tracées  sur  lu)  tore. 

Soient  h  ^  CO  la  distance  à  O;;  du  centre  C  du  cercle  générateur  ; 
mC  —  a  le  rayon  mené  en  un  point  c[uelconque  m  de  la  cii-conférence  ; 

9  riiicliiiaison  de  ce  ravon  sur  OC.  Nous  supposerons,  en  nous  ba- 

.saut  sur  les  considérations  exposées  plus  haut,  -j  =  i  ou  /  =  y  -  Nous 
avons 

r  ==  b  -h  rtcosŒ,      z  =  ctsinffl,      ch  =  ad's,     j'i  =  o  -l-  90". 

Va\  posant -t^  —.  w,  les  formules  [3)  et  (  5j  deviennent 

T  =  !  i  -I-  a  cos o  )  sin '^  a' , 

,,       , ,  .  du 

r  =  (  &  +  a  cosc;  )  -, 2  iia  sui ç , 

i  b  -^  a  cos  ^  \ 
tang/  =( '-)u. 


suii   QUi;r,QiJES  thi';()iu;imrs  df,  imiocankm  k  4? 

Nous  ne  nous  octu|)frons  ici    (juc  des  lignes  géo{lési(|U('s  du  loic. 
i|ui  sont  données  par 

I  b  -\-  a  costs  \-    .  ,  /  (lit 
snio  .  jr  =  I  0  +  a  eos'jj  )  -r       2ii(i  snicp. 

Si  l'on  nudtiplie  |)ai' //,  et  (juc  l'on  pose  tr  —  e,  on  li'ouve 

c/r  'irn'siii'i  ■>.(/;  +  «  costi)    „    . 

-, 7 ■ —V-  sino  =  o, 

(fo         o  +  a  cos  tf  (7  ' 

d Ou,  en  divisant  ijarç»'-. 

i'    ,        4 rt  smti      I         :? (  w  +  a  cos -i  ) sm 'i 


f/9        l)  -h  a  cos  !p  i'  rt  ' 

équation  différentielle  linéaire  en  -  dont  l'inté^i'ale  est.  en  désignant 
par  C  une  constante, 


I  _  C 
('        a 
d'où 


\[b  +  a  cos  (p  j  ' ;  (  6  +  a  cos  9  .'\ 

cil 


(  //  -H  a  cos  (»  )- 1  /  C -, ; 

'y  {  0  ^  a  coso  )- 

équation  dont  il  nous  parait  impossible  d'exprimer,  en  i^énéral.  l'in- 
tégrale au  moyen  des  fonctions  connues. 

Si   h  =  o  ou  s'il   s'agit  d'une  sphère,  on  a.  en  remplaeani  (.—  i 
par  \-, 

d^=  ^„^? 

cos-  3  y  A^  —  tan  S"  o 

d'où.  £  étant  une  constante, 

.     taiiyO 
i|i  -H  £  =  arc  sm  — ^ 

ou 

langC  —  A  sin(|  +  5  !, 
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qui  c'sl  r('<|iiatioii  polaire  la   plus  géiiérali'  (11111   plan   passant  par  le 
cciitic. 

Nous  ne  iimltipiierons  pas  claxanhii^e  les  exemples.  Qu'il  nous  suKise 
(FaNoir  nionlre  t[Ui'  l'on  [)eiil,  dans  certaines  cireonstaiiees,  tirer  un 
lion  parti  de  la  niéthotle  noiivelh»  que  nous  \enons  d'exposer. 
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applications  mécaniques  du  Calcul  des  qualcrnions  ; 
Pau    m.    GEIVTY. 


Préliminaires. 

Le  Calcul  des  quaternions  commence  à  prendre  faveur  en  France, 
grâce  aux  remarquables  travaux  de  iVI.  Laisant.  Cependant  il  va  encore 
beaucoup  à  faire  pour  arrivera  rendre  familière  aux  géomètres  français 
cette  méthode  si  riche  en  applications,  et  qui,  depuis  longtemps  déjà, 
est  devenue  classique  en  Angleterre  et  en  Allemagne.  Il  m'a  donc 
semblé  utile  et  intéressant  de  prendre  pour  sujet  d'étude,  à  la  suite  de 
M.  Laisant,  quelques-unes  des  nombreuses  questions  de  Mécanique 
auxquelles  se  prête  d'une  manière  si  heureuse  la  méthode  d'IIamiUon. 
Le  présent  Mémoire  est  consacré  à  l'exposition  de  la  théorie  de  l'équi- 
libre astatique,  qui  a  fait  l'objet  d'un  Mémoire  fort  intéressant  de 
M.  Darboux,  présenté  à  la  Société  des  Sciences  phvsiqueset  naturelles 
de  Bordeaux. 

Théorie  de  l'équilibre  astatique. 

Soit  un  corps  en  équilibre  soumis  à  1  action  de  ii  forces  f,  f,,  ..., 
de  grandeurs  et  de  directions  constantes,  appliquées  aux  points  M, 
M,,  ...  respectivement.  Cherchons  les  conditions  pour  que  l'équilibre 
subsiste  quand  on  fait  tourner  le  corps  d'un  angle  quelconque  autour 
d'ini  axe  ai'bitraire  passant  par  l'origine. 

Jouri).  de  Math.  (S^  série),  toiiip  VII.  —   Kp.vrier  iXSi.  7 
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I.e  corps  étant  en  éqiiilil)r('  dans  son  état  initial,  on  a 

(i)  If  =  )\  =  o, 

(2)  StlFM    ^  o, 

en  désignant  par  it  la  résultante  générale  (on  de  translation)  des  forces 
domires. 

Cela  posé,  une  rotation  quelconque  du  eorps  autour  d'un  axe  arbi- 
traire pourra  être  représentée  par  Q{  )C*  '  Q  étant  un  quaternion 
unitaire  dont  le  vecteur  a  la  même  direction  que  l'axe  de  la  rotation, 
et  les  équations  de  l'équilibre  après  la  rotation  seront 

R  =  o, 

(3)  IVQmQ-'f^o. 

L'équation  (3),  devant  être  vérifiée  quel  que  soit  Q,  entraine  évi- 
demment 

Cette  équation  se  décompose  elle-même  dans  les  deux  suivantes  : 

1^mQ-'f  =  0, 
mmQ-'F:=o. 

La  première  doini(\  on  tenant  compte  de  l'équation  (2), 

(4)  :i^"FM  =  o, 

et  la  seconde 

1V.V0-'fm  =  o, 

ou,  en  développant  et  tenant  compte  des  équations  (2)  et  (4), 

1u^fVQ-''  =  1f1mV0-'^  o, 

ou  enfin,  en  posant  VQ~'  =  l, 

^il'  ^MX  =  3m  ^fx  =  <I>,x, 

(5)  <I),i.  =  0. 
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Il  est  facile  de  voir  (nic  réniiation  (4)  n'est  qu'iiiu^  eoiisefjueiice  de 
réquation  (5);  donc,  en  résumé,  les  conditions  jjour  l'équilibre  asia- 
tique autour  du  point  pris  poiu'  origine  sont 


(6) 


I     ^  F     ^  O, 
(     4),L  =  O. 


La  fonction  ii>,x  est  évidemment  une  fonction  linéaire  conjuguée  à 
elle-même. 

L'équation  (4)  montre  cpie,  dans  le  cas  de  l'équilibre  asiatique,  le 
quaternion  2fm,  auquel  Hamilton  a  donné  le  nom  de  tension  totale  du 
système  des  forces ,  est  nul  dans  toutes  les  positions  du  corps. 

Il  est  facile  de  voir  maintenant  cjue,  si  les  équations  de  condition  (G) 
sont  satisfaites,  le  corps  restera  en  équilibre  dans  toutes  les  positions 
qu'il  peut  prendre. 

Si  l'on  clioisit  en  effet  pour  origine  un  nouveau  point  V,,  les  forces  f 
ne  changent  pas,  et  l'on  a  toujours  r  =  o;  mais  leurs  points  d'applica- 
tion deviennent 

N  =    M  —  C,        W  ,  =  M  I  —   C ,        .... 

et  l'on  aura 

(7)  2f^nl  =  2f,^(m  -  c)l  =  :-F^'ML  —  IV^Ch 

ou  enfin 

3f  S)'nl  =  o, 

en  vertu  des  équations  (6).  Donc  les  conditions  de  l'écpiilibre  asiatique 
sont  ainsi  satisfaites  pour  la  nouvelle  origine. 

L'équation  (7)  montre  que  la  fonction  $,  reste  la  même,  cjuelle  que 
soit  l'origine,  toutes  les  fois  que  la  résultante  générale  des  forces  est 
nulle. 

L'équation  de  condition 

(]>,  L  -  -  o 

sera  satisfaite  pour  tout  vecteur  l  si  elle  l'est  poiu"  trois  vecteurs  non 
coplanaires,  par  exemple  pour  trois  vec teins  unitaires  r,,  ij,  i^;   elle 
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équivaut  donc  aux  trois  icjuatioiis 

(8)  (J),  1,  =o,      $,  i,=  o,      $,i3=o. 

Cliac'inie  des  équations  ci-dessus  équivaut  à   trois  équations  algé- 
briques ordinaires;  l'équation 

R  :=  o 

équivaut  de  même  à  trois  équations  ordinaires.  Donc,  enfin,  les  con- 
ditions (6)  constituent  un  groupe  de  douze  équations  algébriques 
ordinaires,  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  astatique. 


Des  di[)érentes  positions  dans  lescjitclles  un  corps  fixé  par  un  point  et 
soumis  à  l'action  de  n  forces  de  grandeurs  et  de  directions  constantes 
peut  être  en  équilibre. 

Supposons  maintenant  le  corps  fixé  par  un  point  sans  être  en  équi- 
libre dans  sa  position  initiale,  et  cherclions  les  positions  dans  lesquelles 
il  sera  en  équilibre. 

Supposons  que,  par  une  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  l'ori- 
gine, on  ait  amené  le  corps  dans  ime  situation  telle  que  les  vecteurs 
des  points  d'application  des  forces  soient  n,  iy,  ,  ....  Les  conditions  de 
l'équilibre  seront  exprimées  par 

2Hnf  =  o, 
ou  bien 

lV[l,  ^Nl,  -4-  Ij^NI,  +  I3  ^Nl3)F  =  O, 

OU  encore 

(9)  Dl,<I>l,4-lIl,0lo+li»l3(I>l3    =    o, 

en  posant 

$x  =  3f^'nx. 

La  fonction  <I>x  a  la  même  forme  que  la  fonction  <t,x  des  paragraplies 
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procédciils,  mais,  (mi  géiu'ral,  clic  n'est  pas  conjiif^iicc  à  cllc-incnic  ; 
l'cquatioii  (9)  exprime  (pic,  pour  l'équilibre,  celte  fonction  doit  être 
conjuguée  à  elle-même,  et  la  réciproque  est  évidente. 

T,e  i)roblème  revienl   donc  à   trouver  un  (piaternion  unitaire  Q  tel 
qu'on  ait 

W  étant  luie  fonction  conjuguée  à  elle-même. 
Soit 

(10)  ^X:=:  iF^Mxs^WQ-'xQ. 

On  a 

$'x  =  :£m^*fx. 

Mais  'Fx,  étant  une  fonction  vectorielle  conjuguée  à  elle-même,  doit 
être  égale  à  ce  que  devient  <I>x  après  la  rotation  du  corps;  donc  on  a 

(11)  Wx  =  IQ-'mQ^fx^  Q-'^'\Q. 
Des  équations  (10)  et  (11)  on  tire 

(12)  $$'x  =  W-x, 

ce  qui  détermine  W. 

Voici  comment  M.  Tait  résout  cette  équation. 
Soit 

(i3)  »F'HhG¥-  +  (;,'F +  G.  =  o 

l'équation  cubique  symbolique  à  laquelle  satisfait  identiquement   la 
fonction  W .  Si  l'on  connaissait  les  coefficients  G,  G, ,  G^  de  cette  équa- 
tion, la  fonction  W  serait  elle-même  déterminée. 
Posons 
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l'équalion  (rS)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(M'-  +  G)D4-(G,>F-4-  G,)  =  o 

ou  bien 

'F(D  +  G,)  =  — (Gii  +  G.), 

d'où 

ii(0  +  G,)==  (GO-t-G,) 
ou  enfin 

(i4)  1F  +  (2G,-Gj)fl=  +  (G;-2GG,)Û-G::  =  o. 

Mais  il  est  une  fonction  conjuguée  à  elle-même  qui  satisfait  à  une 
équation  connue 

(i5)  Û'  +  Mi2--hM,0H-M.,  =  o. 

En  identifiant  les  équations  (i4)  et  (i5),  il  vient 

2G,       G.  =  M, 
G;-  2GG.j  =  M,, 

g;;  =  -ivi,. 

La  seconde  équation  donne 

3  G, 

En  portant  cette  valeur  de  G  dans  la  première  et  remplaçant  G^  par 
sa  valeur  —  M  2.  il  vient 

équation  du  quatrième  degré  en  G,.  L'équation  (12)  a  donc  quatre 
solutions. 

Soient  *Fx  l'une  d'elles,  i,,  i,  et  I3  les  vecteurs  unitaires  principaux 
de  cette  fonction;  les  trois  autres  solutions  seront 

1,'H^xr,,      1,,'^xi,,      i^'Txi^. 
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On  a  en  effet,  N,  N,,  ...  étant  les  points  (l'appUcalion  dos  forces 
après  la  rotation  qui  a  donné  W, 

*Fx  =  iF^NX  =  2n^*fx. 

Si  l'on  fait  subir  au  corjjs  la  rolation  i^'{  )i,,  on  aura  une  nouvelle 
fonction  W,  x,  déterminée  par  l'équation 

M-,x  :-  ^i,'n],^-fx  ^  i,''Fxi,. 

Or  ly'Mi'xri  est  une  fonction  conjuguée  à  elle-même  qui  a  les  mêmes 
directions  principales  que  W\.  Si  l'on  a,  par  exemple, 

¥x  =  A,i,  ^i,x  -I- Aji.,  ^i.jx  -h  A.ij^'isX, 
on  aura 

j7'  ^^  XI,  =  A,  r,  ^i,x  —  Ajio  ^i.jX  —  A3  i3^'i,x. 

Donc,  enfin,  il  y  a  quatre  positions  d'équilibi'e.  L'une  d'elles  étant 
donnée,  on  obtient  les  trois  autres  par  des  rotations  de  i8o°  ou  des 
renversements,  autour  des  axes  principaux,  de  la  fonction  W  ou  <ï"î>'dans 
la  position  donnée. 

Il  reste  maintenant,  pour  compléter  la  solution  du  problème,  à 
déterminer  le  quaternion  unitaire  Q. 

On  a,  d'après  l'équation  (i  i), 

0'Fx  =  <î)'xQ, 
quel  que  soit  x,  ou  bien 

(â'O  +  VQ)Wx  =  O'x(^0  +  V  0), 

et  l'on  a,  en  prenant  la  partie  algébrique  de  cette  équation, 

(16)  §S'^\QWx  =  ^^'xVQ, 


ou  bien 


^'x^VQ  =  ^x<^VQ, 
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OU  enfin 

Cette  équation,  devant  être  satisfaite  quel  que  soit  x,  exige  qu'on  ait 

(¥  — $)mO  =  o. 

La  fonction  linéaire  vectorielle  (4^  — 0)x  est  donc  binaire  et  de  la 
forme 

B^AX  +  B,  ^A,X; 

et  l'on  a 

tDO  =  DAA,. 

L'équation  (iG)  permet  aussi  d'écrire 

D 0  =  t1  (V  -  *D')a(¥  -  0')B, 

A  etB  étant  deux  vecteurs  quelconques. 

Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  être  énoncés  de  la  manière  sui- 
vante : 

Étant  donné  un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide,  il 
existe  quatre  positions  du  corps  pour  lesquelles  le  système  des  forces  se 
réduit  à  une  résultante  passant  en  un  point  donné. 

Comme  cas  particulier,  si  les  forces  ont  une  résultante  générale 
nulle,  la  fonction  $x  est  la  même,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué 
ci-dessus,  quel  que  soit  le  point  pris  pour  origine.  Il  en  est  de  même, 
par  suite,  des  fonctions  «M'  et  m-,  et  l'on  voit  que  la  position  du  corps 
qui  correspond  à  l'équilibre  est  la  même,  quelle  que  soit  l'origine  des 
vecteurs.  Donc,  si  les  forces  données  ont  une  résultante  générale 
nulle,  il  y  a  quatre  orientations  du  corps  pour  lesquelles  elles  se  font 
équilibre. 
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Diverses  rédiiclions  du  sj  sterne  des  forées.    —    Inlerprèlalion 
de  la  fonction  (l)x. 

L'axo  (lu  couple  résultant  du  système  des  forces  pour  l'origine  esl 

211  FM  ; 
mais,  sii|,  \.,  et  I3  sont  trois  orienteurs  rectangulaires,  on  a 

M  =  I,  ^MI,   +    I.^MI.  +   rj^MIj        ('), 

et  par  suite 

2lllFM=2^fllI,DMI,  +  :£^-MI,llMI,-+-iS'Ml3ilMI, 

=  tl^I.I, -t-ll(I>l,l,  + 11*13!;,, 

et  l'on  voit  que  le  couple  résultant  est  remplacé  par  trois  autres,  dont 
le  premier  IM'i,  1,  peut  être  regardé  comme  produit  j)ar  une  force  <I>r, 
appliquée  à  l'extrémité  du  vecteiu"  unitaire  t,,  et  de  même  pour  les 
autres. 

La  fonction  linéaire  $  étant  entièrement  indépendante  du  trièdrt; 
(ii,  lo,  I3)  choisi,  la  réduction  précédente  est  unique  et  déterminée. 
Ainsi,  dans  le  système  de  réduction  considéré,  la  force  appliquée  à 
l'extrémité  d'un  vecteur  unitaire  l  est  $l.  Pour  l'équilibre  astatique, 
cette  force  doit  être  nulle  pour  un  vecteur  imitaire  quelconque. 

Clierchons  s'il  est  possible  de  trouver  un  système  de  vecteurs  luii- 
taires  rectangulaires  a,  b,  c  tel  que  les  forces  correspondantes  «Pa,  <I>b 
et<I>c  soient  aussi  rectangulaires. 


(')  On  voit  que  nous  donnons  son  véritable  signe  à  l'expression  S  ah,  qu'on 
peut  appeler  le  produit  projectif  des  deux  vecteurs  a  el  b,  et  ((ui  esl  définie  par 
l'équalion 

Sab  tr:  Ea  Eb  cos(a,  b). 
JouTii.  de  Mutli.  (3"  sri'iiî),  tome  V!!.  —  FiiviiinR    i8Si.  O 
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On  devra  avoir  en  nu-mr  temps 
et 

^-(l'B  <I>C  =  O,       ^'<1>C<Pa  :i=  o,       ^"Oa  <Î>B  =  o, 

ou  bien 

(  1 8 )  ^B  <!>'$ c  =  <),      ^c  (1)'<I)  A  —  o,      s-  A  (I>'<I)  n  =  o. 

Les  équations  (  17)  et  (i8)  montrent  que  le  S3Stème  que  nous  cher- 
chons est  unique  et  déterminé,  et  que  les  vecteurs  unitaires  a,  b,  c  sont 
les  vecteurs  unitaires  principaux  de  la  fonction  €>'$x,  c'est-à-dire  qu'ils 
sont  dirigés  suivant  les  axes  de  l'ellipsoïde 

(19)  ^x<D'<I)x  =  i, 

ciue  M.  Darboux  appelle  Yellipsoïde  central  du  système  pour  l'origine 
choisie. 

Comme  on  peut  toujours,  par  une  rotation  convenable,  faire  coïn- 
cider deux  trièdres  trirectangles  ayant  le  même  sommet,  on  voit  t|u'on 
pourra,  par  une  rotation  convenable  du  corps,  amener  les  bras  a,  b,  c 
des  couples  principaux  à  coïncider  avec  les  directions  correspon- 
dantes <I>A,  <1'B,  $c,  et  par  suite  les  couples  à  se  détruire.  Cette  posi- 
tion du  corps  obtenue,  on  en  obtiendra  trois  autres  sendilables  par 
des  renversements  autour  des  trois  bras;  nous  retrouvons  ainsi  l'un  des 
résultats  qui  précèdent. 

L'ellipsoïde  central  dont  il  vient  d'être  question  peut  être  construit 
len  portant  sur  chaque  vecteur  unitaire  l  une  longueur  égale  à  l'inverse 
de  l'intensité  de  la  force  correspondante  <^l.  On  a,  en  effet,  ])our  le 
point  obtenu  ainsi, 

^  ~  £¥ïû  ' 
ou  bien 

€=Ox  =  i, 


\piM.rcAi'ioNs   î\ii':r.ANiQiir..s   du   CAiciir,   mes  oiia  rrcnNioNs.         5q 

ou  enfin 

S^.\<l>'<l)x       1  , 

équation  de  l'ellipsoïde  eentral. 

On  j)cut  eneore  rej^aixler  cet  (>llipsoïd(;  connn(>  le  lien  (!<•  l'exlrémité 
du  vecteur  $^'  r,,  ear  on  a  pour  ce  j)oint 

X  =.c£)-  'IMx, 
Ox  =  lx, 
ce  qui  donne  encore 

'il'<i)x  =  ^-x^'^x  =  I. 

M.  Darboux  a  encore  considéré  lui  ellipsoïde  lieu  des  vecteurs-forces 
menés  par  l'origine.  Si  x  est  l'extréniité  du  vecteur  correspondant  an 
vecteur  nnitaii-e  r.,  on  a  successivement 

x  =  (I)L, 
*D-'x  =  L, 
€M>-'x  =  I 
ou  enfin 

(19)  ^'xa)'   '$  'x  =  r. 

On  reconnaît  sans  peine  cpie  cet  ellipsoïde  est  égal  à  l'ellipsoïde 
réciproque  de  l'ellipsoïde  central,  dont  il  ne  diffère  que  par  l'orienta- 
tion. Les  directions  des  forces  de  deux  couples  de  bras  rectangulaires 
sont  conjuguées  par  rapport  à  cet  ellipsoïde. 

Si,  par  une  rotation  convenable  autour  de  l'origine,  on  a  amené  le 
corps  dans  une  situation  telle  que  le  système  des  forces  se  réduise  à 
une  résultante  luiique,  la  fonction  $  est  conjuguée  à  elle-même;  on  a 
donc  $'=  <i>,  <I)'(I>  =  $*'  =  O-.  L'ellipsoïde  central  a  pour  équation 

^•x<p-x  =  I 
et  l'ellipsoïde  des  forces 

^x*  -•x  =  i; 


Go  cicNi-y. 


ils  sont  polaires  rériproqiios  par  rapport  a  la  sphère  dont  le  rayon  csl 


égal  à  l'unité. 


Dans  ee  cas,  mais  dans  ce  cas  seulement,  les  directions  des  forces 
sont  les  normales  à  un  troisième  ellipsoïde  ayant  pour  équation 


STxq)' 


Dans  le  système  de  réduction  des  forces  que  nous  venons  d'étudier, 
on  décompose  le  couple  résultant  en  trois  autres  dont  les  bras  sont 
perpendiculaires  et  les  axes  situés  dans  un  même  plan.  Nous  allons 
examiner  maintenant  un  nouveau  mode  de  réduction  dans  lequel  les 
bras  des  couples  sont  situés  dans  un  même  plan  et  les  forces  corres- 
pondantes rectangulaires. 

Projetons  d'abord  chacune  des  forces  sur  une  parallèle  à  un  vecteur 
unitaire  cjuelconque  l  mené  par  son  point  d'application.  Les  forces 
projetées  seront 

L^FL,     I,  5>F|  L,     •  •  •  , 

et  leur  l'ésultante,  qui  est  égale  à  leur  somme,  sera 

.Te  (lis  que  le  centre  de  ces  forces  parallèles  est  situé  dans  un  plan  fixe 
du  corps. 

Ou  a  en  effet,  en  appelant  x  le  vecteur  de  ce  point, 

(19  èw)  x^RL  =  .Sm^'fl  =  a)'L, 

d'où 

L=   ^RLII)'-'X, 

et,  en  opérant  avec  ^'lîx, 

^•r*'   'x  =  I, 
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on  ciiliii 

(20)  5>x  'I'"'  Il  =  I       ('  ), 

équalioii  (11111  plan  au(|M('l  llamilton  a  (loiiiic  U;  noni  de  phiii  central. 
Si  l'on  projette  les  forces  sur  la  direction  de  leur  résultante  générale, 
le  point  obtenu  ainsi  s'appelle  le  point  central  du  s\  slème  des  forces, 
et  il  a  pour  vecteur 

,         -.  -M  S  F  Un    '1''  Il 

Le  point  central  est  évidemment  situé  dans  le  plan  central,  et  l'équa- 
tion (21)  montre  que,  si  on  le  prend  pour  ori-^ine,  la  fonction  <1''  s'an- 
nule pour  la  valeur  r  du  vecteur.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette 
remarque  importante. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que,  en  décomposant  les  forces  sui- 
vant trois  directions  rectangulaires  i,,  1.,.  is:  le  système  entier  se  trou- 
vera réduit  à  trois  forces,  dont  les  points  d'ap[)lication,  indépendants 
de  la  position  du  corps,  seront  trois  points  du  plan  central,  savoii'  : 

1°  Une  force  i,  ^ri,  appliquée  au  point  ^-', 
2°  Une  force  i.,  S'Ria  appliquée  au  point  - — =; 

3°  Une  force  Ij^rJj  appliquée  au  point  - — '-• 

On  aurait  pu  arriver  innnédiatement  à  ce  résultat  en  remarquant 
qu'on  a 

et  par  suite 

IHJfM  =  1V{\,  ^FI,  +   loS'Fl,  +  la^'FIj)]» 

=  2;,^*FI|1J  I,M  -{-  iSSiX.^Vl-:,  M  H-  Z^FIjUlsM 


(')  On  reconnaîl  facilement  que  la  lonctioii  •!''"'  a  pour  l'écipi'oque  *•"'.  Soit, 
en  effet,  <!>'"':=  T;  on  aura  'l'"!'  =z  i,  et  par  suite,  pour  la  liinclion  conjui;uée, 
ir'*  =  i,  d'où  W=r*-'. 
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Le  couple  conijjosant,  (|ui  a  pour  axe  l)i|il>'i,,  peut  être  regardé 
comme  constitue  par  une  ibrcc  i,  aj)pliquée  au  point  'l''i|,  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose  (si  ^'i,  r  est  différent  de  zéro),  par  une  force  i,  ^k\, 

appliquée  au  bras  -^ — -^  et  de  même  pour  les  deux  autres  couples.  Nous 

retrouvons  ainsi  la  même  réduction  que  ci-dessus. 

Si  l'on  a  ^ri,  =  o,  c'est-à-dire  si  l'on  prend  les  composantes  des 
forces  sur  un  vecteur  unitaire  normal  à  la  résidtantc  générale,  elles 
n'auront  plus  de  résidtante  unique  et  se  réduiront  à  un  couple  1.1 1,  '1>'Im 
dont  le  bras  •[>' i,  est  jjaralléle  au  plan  central.  On  a,  en  effet, 


^•*I)-'r<1)'i,  =  S'R*'   '<l)'r, 


iRI, 


Nous  allons  enfin  étudier  la  réduction  du  système  des  forces  à  quatre 
forces  appliquées  aux  sommets  d'un  tétraèdre  quelconque. 

Soient  A,  B,  C,  D  les  sommets  du  tétraèdre  donné.  Une  force  f, 
aj)pliquée  au  point  M,  peut  être  remplacée  par  une  force  égale  et 
parallèle  appliquée  au  point  D  et  par  le  couple  Î!f(m  —  d).  Le  sys- 
tème de  toutes  les  forces  pourra  donc  être  remplacé  par  une  force  r 
appliquée  au  point  1)  et  par  le  couple  résultant  2l11  f(m  —  d). 

Or  on  a 

(m  — d)^(a.  — d)(b  — d)(c--d) 

=  (a  — d)^(m--d)(b--d)(c  — d)  +  (b  -d)^"(m— to)(c  — d)(a  — d) 

-fr  (c—  n)3'(M  —  d)(a--  d)(b  — d), 

et  l'on  voit  que  le  couple  résultant  pourra  être  remplacé  par  trois 
autres,  dont  l'un, 

s11f(a  — u)l5(.H  — d)(b  — d)(c  — D) 

S(A— D)(B  — D)(C  — D)"^     ' 

pourra  être  regardé  comme  ayant  pour  bras  a  —  d  et  pour  force 

^LFâ(M  —  U)(B  —  D)(C  —  D) 


F,j 


S(a  —  d)(b  —  D)(C  — D) 
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Nous  aurons  ainsi  rcdiiitle  système  à  sept  forces,  dont  quatre  appli- 
quées au  point  D  et  les  trois  antres  aux  antres  sommets  dn  tétraèdre. 
En  remplaçant  enfin  les  quatre;  forces  qui  at^issenl  an  jioint  1)  par  leur 
résultante,  on  aura  réduit  le  système  à  quatre  forces  appliquées  aux 
sommets  du  tétraèdre  donné. 

Soient  a  l'aire  île  la  face  dn  tétraèdre  de  référence  opposée  au 
point  A,  A,  le  vecteur  unitaire  normal  à  cette  face  et  V  le  volume  du 
tétraèdre  donné;  on  avu'a 

11(8       -  d)(C  —  Dj  =  artA,  , 

^•(A       d)(b- d)(c- n)  =  6V, 

et,  par  suite,  l'expression  de  la  force  qni  agit  au  point  A  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

2«<^Al  —  rSbcd 

*"""  6V  ' 

et  l'on  reconnaît  immédiatement  que  la  direction  de  la  force  en  un 
sommet  quelconque  du  tétraèdre  ne  varie  pas  avec  ce  sommet  quand 
la  face  opposée  reste  fixe. 


Ellipsoïde  central  du  point  sentrnl.    —   Ellipsoïde  central  pour  les  divers 
points  du  corps.  —  Conique  centrale. 

Nous  allons  maintenant  revenir  à  l'étude  de  l'ellipsoïde  central,  qui 
a  servi  à  M.  Darboux  dans  la  plus  grande  partie  de  ses  recherches. 

Nous  avons  vu  précédenunent  que,  si  l'on  prend  le  point  central 
pour  origine,  la  fonction  <I>x  s'annule  pour  x  =  n;  cette  fonction  peut 
donc  se  réduire  à  une  fonction  à  deux  termes,  qui,  en  général,  n'est 
pas  conjuguée  à  elle-même.  Mais,  comme  dans  le  cas  d'une  origine 
quelconque,  étudié  précédemment,  on  peut  la  rendre  telle  en  faisant 
tourner  le  corps  d'un  angle  déterminé  autour  d'un  axe  convenable- 
ment choisi.  Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  l'équation  (ii) 
devient 

(22  j  cl)x  =  Q-'<^'k.Q, 


6/\  GÉRTY. 

et  (.'Ile  iiKintre,  ce  qui  étnit  évident,  que  la  toiution  <l>x  s'annule,, 
(.-onnne  la  f'onclinn  (1)',  pour  x  =  R.  On  xoit  (l'ailleurs  sans  difiiculté 
f|ut'  l'équation 

O-  =  $$' 

n'a  que  deux  solutions,  dont  l'une  se  déduit  de  l'autre  par  une  rota- 
tion de  1 80°  autour  de  n. 
Si  l'on  pose,  en  effet, 

(23)  <I'-x  =  <!)'<î>x  =  a'i,  ,^i|X  +  aijinSfux, 

les  valeurs  tie  '1'  f[ui  conviennent  à  la  question  seront 

<I>iX  =  a,  I|  ^'l,  x  +  «ala^iIoX) 

t&oX  =  K-'  <I',XK  =  —  rt|I,  ^"i,x  —  «oi.,<è'i.x, 

en  posant 

K=:  t1i,io  =  mR, 

ou  bien 

iI>iX  =  a,  i|^r|X  —  aoio^^'iox, 

$.,X   =  K    '<I>XK  =  —  «I  1|  ,^1,  X   +  a.,l.  ^'loX. 

L'ellipsoïde  central  du  point  central  se  réduit,  en  conséquence,  à  un 
cylindre  parallèle  à  k  et  dont  l'équation  est 

^xfî)<])'x  =  i      ou  bien      ^'x<I>-x=i, 
ou  enfin 

(24)  cq{^i,\j-  +  a:[^i.,-ii)-=\. 

Le  vecteur  x  du  centre  des  composantes  des  forces  parallèles  à  un 
vecteur  unitaire  l  a  poui-  expression 

et  l'on  voit  que  le  lieu  de  ce  point,  c'est-à-dire  le  plan  central,  a  pour 
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C'ClUatHlII 

^XR  =  O. 

Ainsi,  dans  celte  position  chi  corps,  le  plan  centi'al  est  le  plan   de  la 
section  droite  dn  CNlindic  i  a/|    nieiicc  j)ar  le  point  ccnlial. 

cherchons  niaintcnanl:  rellipsoïik-  c('ntial  pour  nn  antre  point  i».  La 
fonction  $x  relative  à  ce  point  sera 

(25)  $X  =  II-  ^'    M  —  P)X    =  *X   -    11  5''I'V, 

el  l'on  aura 
puisque 

^'  It  <1>  X   =  ^  X  4>  H  =  o. 

Donc  l'équation  de   rellij)soide  central   pour  le  point  considère  sera 

^'  \  <!>'-  X  4-  (  £  li  )  -  ^  ^-  p  X  r  =  I 
ou  bien 

^XM'X  =:   I, 

en  posant 

ir  X  ::=<!)-  X   -H   P  (  (L  H  /  ^'  P  X  . 

cherchons  les  vecteurs  unitaires  principaux  et  les  longueurs  des  axes 
de  cet  ellipsoïde. 

Soit  I,  IiiM  des  vecteurs  unitaires  principaux;  on  aura 

(■26:  4'-L  H-  P^îli  i-S^PL  = /l 

ou  bien 

{  *-  —  /  )  L  =  —  P     £  M    *  5<*  PL, 

d'où 

(271  L  =  —  (€n  "cè'PL  (Ij-  — /-'p. 

Juurit.  lit:  Math.  (  o«  .■.ùiii;,  tome  VII.  —  FLumii  ibSi.  9 
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l'oiir  elimiiior  l,  opérons  par  ,^p  X  ,  ot  nous  aurons,  eu  suppiituaiit 
le  facteur  ^'pl, 

(a8)    -  («2;R)-^-i-,<i>-    -/)-'i'  =  --  I, 

équation  du  troisième  degré  eu  /. 

Le  terme  tout  connu  de  cette  équation  est  égal  à  ,^<rA>rBirc,  a,  b,  c 
étant  trois  vecteurs  unitaires  rectangulaires  quelconques.  Si  l'on  sup- 
pose que  A,  T.,  c.  soient  les  vecteurs  xmitaires  principaux  i,,  i^,  I3  du 
cylindre  central  du  point  central,  on  aura 

>Fio  =  a-,u>-+  i'(QLr  )■-  §*i.,p, 

«rij  =   Pi  itr.    -  S'l:,P, 

e(  Ion  trouve  sans  difficulté 

M  —  ^111,  lii^jM'i;,  =  «^aî;f  (Eri-I^IjP  )-. 

Cette  équation  montre  c|ue  le  produit  des  axes  de  l'ellipsoïde  central 
d'un  point  quelconque  est  égal  au  produit  des  axes  de  la  section  droite 
du  cylindre  central,  divisé  par  le  ])roduit  de  l'intensité  de  la  résultante 
et  par  la  distance  du  point  donné  au  plan  central. 

Ainsi,  le  produit  des  axes  est  le  même  pour  tous  les  points  qui  sont 
situés  à  la  même  distance  du  point  central.  Ce  produit  est  infini  pour 
un  j)oint  du  plan  central,  de  sorte  que  pour  tout  point  central  l'ellip- 
soïde central  est  un  cylindre  :  c'est  ce  qu'on  aurait  pu  voir  de  suite 
en  remarquant  que  pour  un  point  du  plan  central  on  a  (25j 

'i>R  =  <l>n—   R^ PR  =r.  o . 

Soit  /  l'une  des  racines  de  l'équation  (28),  et  considérons  la  qua- 
(iiicjue  qiù  a  poiu-  équation 

(29)  [Qinj-^\{<i>''- /)-'\^- i. 
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On  voit  que  cette  siirlace  passe  au  point  p,  en  vertu  de  i'r(|ua(ioii    u<S  , 
cl  sa  normale  en  ce  point  est 

elle  est  donc  parallèle  à  L  (27  1. 

Donc,  si  nous,  i\ppe\ous  couples  principaux  de  chaque  point  du  corps 
ceux  dont  les  bras  et  les  forces  constituent  deux  systèmes  de  directions 
rectangulaires,  axes  prinripauv  les  bras  de  ces  couples,  on  voit  (pic 
les  axes  principaux  sont  les  normales  aux  trois  surfaces  d'un  système 
de  quadriques  homofocales  qui  passent  par  le  point  donne. 

L'équation  (aç))  dévelo|)pée  est 

(Sxi,l-  _^  {S\\,V  {S\\■^Y' I _ 

La  conique  située  dans  le  plan  central  qui  fait  partie  du   système  de 
surfaces  a  donc  pour  équation 

(Sxi,)'        (Sxi,)^  I 


ÎT^  \2 


a'I  al  (trt) 

C'est  une  ellipse  imaginaire  que  M.  Darboux  appelle  la  conique  cen- 
trale du  système. 

Les  deux  autres  coniques  focales  du  système  ont  pour  équations 

„  (Sxi,  )-     ,    (6x\,)-  I 

io  '  —  " 


al  —  rtj  ai  («iK)'- 

a-  —  al  ai  (,«^R)- 


ce  sont  Xes  focales  de  Minding 
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llu'orcrnc  de  Miiuhitg. 

Nous  allons  enfin  déinontrci-  le  llirorème  de  ïMiniiing.  qu'on  peut 
énoneor  de  la  ni;uiière  suivante  : 

Dans  toutes  les  positions  du  corps  où  les  forces  se  réduisent  à  une  résul- 
tante unique,  les  lignes  (faction  de  ces  résultantes  ront  toujouis  rencon- 
trer les  deux  courbes  définies  ci-dessus  sous  k  nom  c/efoeales  de  Mindinj^. 

Prenons  le  corps  dans  l'une  de  ses  siluations  d'équilibre  par  rapport 
au  poiut  central.  Le  système  des  forces  se  réduit  alors  à  la  résultante 
i)éuéra!e  r  =  £^ri3,  à  un  couple  dont  la  force  a,i,  est  apj)liquée  à 
l'extréniilé  du  vecteur  iniitaire  i,  et  à  un  couple  dont  la  force  «o'i  '"^f 
aj)pliquée  à  l'extrémité  de  lo. 

Nous  allons  chercher  quelle  est  la  rotatiou  à  faire  subir  au  corps 
pour  que  le  svstème  se  réduise  à  inie  résultante  unique,  appliquée  en 
un  point  quelconque  p.  Soit  Q''  ,Q  l'ojiérateur  qui  représente  cette 
rotation  :  en  faisant  d'abord  tourner  le  corps,  le  sysiéme  se  réduira  à 
la  résultante  générale  r,  à  un  couple  de  forces  a,  r,  appliqué  au  point 
Q'*hQ  oui',,  et  à  un  coujile  dont  la  force  a.,\.2  est  appliquée  au 
point  Q~'  I2O  ou  r., .  La  somme  des  moments  des  forces  pour  l'origine 
sera  donc 

rt,  U  ii  i\  -+-  a.yVu^'i- 

et,  pour  un  autre  point  quelconque  p,  elle  sera 

«,111,  1',  +  r/jllui'a  — IJrp. 

Pour  fUie,  dans  la  nouvelle  position  du  corps,  le  svstème  se  réduise  à 
une  résultante  unique  appliquée  au  point  p,  il  faudra  qu'on  ait 

(Sa)  a,V\,i\  -+-  a^Viii'i  —  Vnp  ^  o, 
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OU,  (Ml  opéraiil  siicccssivciiiciil  par  ^fi', ,  S^i',,,  S>i':,, 

[  a.,  $}  l'.,  !._,  +  î  R  5>  l:i  l'i'i   =^  O, 

l'Vi)  '  r/,$r.,  I,- î  11^13  n'^  =  o, 

Ces  trois  équations  suffisent  pour  clctcnninor  le  quatcniioii  iinilairc  <^>. 
On  |iput  en  déduiiT  très  siiuplcnicnt  récjuatioii 

(  j4)  «i^'i',  I2  -^  «2^*  '1  ''2  =  "1 

(pion  oljlient  d'ailleurs  iiniiiédiatenient  en  opérani  sur  i'é(piali()n    'y^  j. 
Si,  dans  les  équations  (33).  nous  remplaçons  i'  j)ar  x,  nous  aurons 

îî R  S>* 1 3  X  r.,  --  a,  S>  l';)  1 1  - 
^E^'ijXi'g  =  flaâ' '21',  —  «1  S»  i|  l'o, 

équations  de  trois  plans  dont  l'intersection  counnune  est  évidcMumeiit 
l'une  des  résultantes  uniques  lorsqu'on  y  remplace  Q  par  l'une  des 
valeurs  tirées  des  équations  (33).  Cherchons  l'nitersection  de  eetle 
droite  avec  le  plan 

(35)  (^xi',  =  o, 

qui  est,  dans  la  nouvelle  situation  du  corps,  le  plan  de  l'une  des  loi  aies 
de  Minding. 

Les  deux  dernières  équations  ci-dessus  peuvent  se  mettre  sous  la 
forme 

*î  R  ^  11 1 3  X 11  l'j  l',  =  —  fl  I  ^  l'a  1 2  • 

on,  en  développant  et  tenant  compte  de  l'équation  (3,5l. 

(ÎR^ia  1',  â'xi'3  =  o,  ^*i'.,  I|, 

Îr^'Iji',  ^xi'2  =  «2^*]',  ij  —  a,  ^\,  1'.,, 


Il 


; 
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OH,  (Ml  (IcNant  au  carré  et  tenant  compte  de  l'équation  i  'i'\   . 

(En  -  i  S>  I3 1 ,  ■'   5»  N  1':)  î"  ^^  «î  I  ^''a  1 1  i'' 


(1  ou  enfin 


ilK)-^^"- 


équation  de  la  locale    3i  ). 

On  démontrerait  de  même  que  les  résultantes  uni(|ues  renconirenî 
tonles  la  focale  située  dans  le  plan 


S>  X  I  3  "^  o . 


i.itliii,  on  voit  sans  peine  que  les  plans  tangents  aux  focales  aux  deux 
ponitsou  elles  sont  coupées  par  une  droite  sont  rectangidaires. 
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Sur  les   sinj'dcc.s   osvidnirlcvs 
l»Aii  Li;  1>.  FEPirV,  S.  .1. 


1.  On  sait  qu'il  n'est  pas  toujours  possible  de  déterminer  les  coeffi- 
cients de  l'équation  généi-ale  d'ordre  donné  m  à  trois  variables  de 
manière  à  rendre  la  surface  représentée  par  cette  équation  osculatrice 
en  un  point  arbitraire  d'iuie  antre  surface.  Les  seides  équations  que 
l'on  connaisse  propres  à  représenter  des  surfaces  osculatrices  sont  celles 
du  premier  et  du  cinquième  ordre.  On  peut,  en  chacjue  pcjint  d'iuie 
surface  donnée  cjuelconque,  déterminer  soit  un  plan  osculateur,  soit 
une  surface  osculatrice  du  cinquième  ordre.  Mais  ces  surfaces  sont- 
elles  les  seules  que  l'on  puisse  l'endre  osculatrices?  La  solution  de  cette 
question  se  ramène  à  celle  d'une  équation  indéterminée  du  troisième 
ordre  à  deux  variables.  C'est  cette  équation  que  je  me  propose  d'étu- 
dier. Quoiqu'elle  ne  semble  pas  susce]:)tible  d'être  complètement  réso- 
lue, qu'on  ne  puisse  assigner  aucune  limite  au  delà  de  laquelle  on  soit 
assuré  qu'elle  n'admette  plus  de  solution,  on  peut  établir  sur  les 
nombres  propres  à  la  ^■ériiier  des  théorèmes  intéressants;  on  peut 
même  trouver  toutes  les  solutions  possibles,  en  nombres  inférieurs  à 
une  limite  assignée. 

2.  M.  Hermite  définit  de  la  manière  suivante  les  surfaces  osculatrices 
[Cours  d'Analyse,  t.  I,  p.  \l\l\)  : 

«  Une  surface  reçoit  le  nom  d' osculatrice  lorsqu'on  a  disposé  de 
toutes  les  constantes  qui  fixent  sa  position  et  déterininent  sa  nature 
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lie  manière  à  obtenir  avec  une  surface  donnée  le  contact  de  l'ordre  le 
plus  éle\é  possihie.    « 


Le  nombre  des  conditions  à  vériiier  pour  une  oseulation  d'ordre  //""" 

its  disponibles  dans  1' 

(  /?(  +  I  )  (  /«  +  T  )  (  /»  H-  3  ) 


est  '-— ^  1  ) I  "  +  -i   .  j^  iiond»re  des  coefficients  disponibles  dans  l'ecpia 


tioii  «générale  d'une  siulace  de  degré  m  est  ^. 

Par  eonséqueiii,  une  surface  de  tlegré  a«  n'est  osculafrice  eu  un  point 
arbitraire  d'une  surface  donnée  (jue  dans  les  cas  où  l'on  peut  trouver 
un  nombre  entier  et  positifs  propre  à  vérifier  l'écjuation 

(  «(  4-  I  )  (  «)  +  ri  )  (  ///  H-  3  )  (  «  +  I  )  (  /i  -h  '>.) 

Ti '  = ô. ' 

(i)  m'  -h  Gin-  +  i  i  m  =  'i[n  -h  i}(/j  -l-  2). 

(  hiaiid  cette  condition  n'est  pas  vérifiée,  on  peut  encore,  dans  cer- 
tains cas,  déterminer  une  surface  de  degré  m  osculatrice  en  certains 
])oints  d'iuie  siu'face  donnée,  en  disposant  (l'une  ou  de  deux  coordon- 
nées du  point  de  contact,  de  manière  à  vérifier  une  ou  deux  écpiations 
de  contlitiou  ;  si  l'on  ne  dispose  cpie  d'une  seule  coordonnée,  la  surface 
de  degré  m  peut  être  osculatrice  en  tous  les  points  d'une  ligrie  tracée 
sur  la  surface  donnée;  si  l'on  dispose  de  deux  coordonnées,  la  stn'face 
de  degré  m  ne  peut  être  osculatrice  (pi'en  des  points  déterminés.  T^'écpia- 
tion  à  vérifier  est 


T/i^  -+-  G  m'-  -\-  i  i/n  H-  G  =  3  (  «  +  1  )  (n  -h  ■?■  ) 


dans  le  premier  cas,  el 

3 \  m^  -h  6m-  ^  \  1 7ti  -h  i  A  -^  3[n  -i-  i  ]  '' n  -\-  'J.  ) 

dans  le  second.  Nous  nous  bornerons  à  discuter  l'écpiation  (i). 

.">.  Pour  cbafpie  ^aleur  du  nombre  n  qui  exprime  l'ordre  d'oscula- 
tion,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  seule  valeur  lUi  degré  m  de  la  surlace 
o.sculatrice,  et  ce  degré  croît  avec  l'ordre  du  contact.  On  déduit  en 
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,.ir,.i 


i-licl  (If  1  f(|iiali()i)  (  I 


\m 


i^  -h  6 m'-  -h  i  i  m)  -+-  j.rn'  +~  3 m'  —  '^m  h-  3 

3(«  +  i)(«  +-  a), 


m  +  i  J>  \  (  n  -h  i  )(n  +  2 


(irdtf 


Toutefois  le  degré  tlo  la  surface  croit  nioius  rapidement  t|ne 
dosculation.  Pour  m  =  i,  ou  Ir-omc  n  =  i  IjC  plan  peut  donc  avon 
une  osculation  du  premier  ordre  eu  un  |)oint  quelconcjue  d'une  sur- 
face donnée.  Pour  w=  2,  l'équation  (i)  est  imj)ossibie  en  nombres 
entiers,  mais  on  vérifie  l'écpiation  (2)  en  faisant  n  =  3.  Ainsi  une  sur- 
lace du  second  degré  ne  peut  pas  être  osrulatrice  en  lui  point  arliitraire 
d'une  surface  donnée,  mais  elle  jjeut  le  devenir  en  des  points  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  ime  équation  de  condition.  Poin*  m  =  3,  les 
équations  (i)  et  (2)  sont  impossibles,  maison  satisfait  à  l'équation  (3) 
en  j:)renant  n  =  5.  On  conclut  de  là  (prime  surface  t\u  troisième  ordre 
ne  peut  être  osculatrice  à  inie  surface  donnée  rju'en  des  points  dont  les 
coordonnées  vérifient  deux  é(piations  de  condition;  l'osculatitin  est 
alors  du  cinquième  ordre.  On  trouve  de  même  qu'une  surface  du  (pia- 
trième  degré  ne  peut  être  osculatrice  qu'en  des  points  dont  les  coor- 
données vérifient  deux  équations  de  condition,  et  que  l'osculation  est 
du  septième  ordre.  Enfin,  en  faisant  m  =  5,  on  trouve  que  l'équa- 
tion (1)  est  résolue  par  la  valeur  /i  =  ().  C'est,  avec  le  plan  osculatcur. 
la  seule  solution  connue  de  notre  problème.  Il  aurait  fallu  poursui\i 
ces  essais  jusqu'à  la  a  aleiu"  /n  =  20  pour  trouver  une  nouvelle  solution  : 
on  aurait  vu  que  l'équation  (i)  est  vérifiée  lorscju'tm  y  fait  m  =  20, 
n  =  58.  On  pourrait,  par  des  essais  successifs,  trom cr  toutes  les  solu- 
tions en  nombres  inférieurs  à  une  limite  assignée,  mais  les  calculs 
seraient  fastidieux  si  cette  limite  était  tant  soit  peu  élevée.  Nous  verrons 
plus  loin  qu'on  peut  parvenir  au  même  résultat  par  une  méthode  beau 
coup  plus  expédifive.  Mais,  avaiit  d'aborder  cette  cpiestion,  nous  éta- 
blirons quelques  théorèmes  généraux  sur  les  diverses  formes  (pie  le 
nombre  7fi  peut  alfccter. 
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I. 

i.   En  écrivant  l'éqnalion    i)  sous  la  forme 

(i)  ni[  f/i  +  3)-  -\-  2]  =  3{Ti-+-  i][n  +  2), 

on  voit  que  tons  les  facteurs  premiers  impairs  de  n  -h  i  et  de  /<  -f-  2 
qui  ne  sont  pas  tlivisenrs  de  m  sont  de  l'une  des  deux  formes  8/-1-  1 , 
8/  -t-  3,  puisque  —  2  en  est  résidu  quadratique.  Si  m  est  impair,  le  pro- 
duit !«  +  ])(« -+-2)   est  inipairemeut  pair;   si  m  csl  pair,   le  quotient 

(  //  +  I  )  (  /i  -h  ■>.) 

est  uiinan". 

//i  ' 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  (pie  r/i  est  picnn'er  a\ec  3  ou 

multiple  de  3.  Dans  le  jiremier  cas,  nous  poserons  m  =  hk,  en  désignant 

par  II  le  plus  grand  diviseur  connnun  des  deux  nombres  m  et  n -\-  i , 

par  k  celui  de  m  et  n  -\-  2.  Nous  déduirons  de  l'équation  (1) 

( 4 )  .  fik  +  3  )■-"  +  2  =  3  '^^  '-^-^  =  3/;r/, 

en  désignant  jiar/)  et  </  les  deux  quotients  — - — >  — . —  Ces  deux  quo- 
tients sont  des  nombres  entiers  dont  tous  les  facteurs  premiers  sont  de 
l'une  des  deux  formes  cS.r  -1-  1 ,  8.r  -+-  3. 

■Si  le  nombre  m  est  multiple  de  3,  nous  posons  m  =  3///-,  /;  désignant 

le  plus  graïul  di\iseur  (ommun  de  -77  et  de  //  +  i ,  k  celui  de  —  et  de 
«  +  2;  puis  nous  déduisons  tie  l'équation  (i) 

:  l-\  111  -i  II  +  \    Il  +  o, 

(b)  9(M  +1)^  +  2=:  -j^ -j-  =  pq. 

Dans  les  deux  cas,  les  quatre  nombres  /;,  k,  j)  et  q  sont  liés  entre 
eux  par  la  relation 

(6)  k(]   -  hp  =  I . 

kii  moven  île  ces  formules  nous  démontrerons  cpie  les  valeurs  de  m 
propres  à  vérifier  l'équation  (i)  ne  peuvent  être  ni  des  nombres  pre- 
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miers,  du  (1('s  piiissaiici  s  de  iiomijrcs  jiiviiiici's  iuitrcs  i|iio  i  et  à,  ni 
(les  puissaiurs  de  nonihrcs  picmicrs  imiUi|)liéespar  l'un  des  nombres  y., 
/|,  8,  i(>,  6,  I  -2  et  ■?.[{. 

îi.  Examinons  d'aUord  si  le  nombre  m  peut  être  |)remier  avec  l'un 
(les  deux  nombres  n  +  i,  «  +  :>..  Il  peut  se  |)resenter  deux  cas,  sui- 
vant que  m  est  premier  a\('c  ')  ou  mnlli|)le  de  i.  Dans  le  premier  cas. 
on  a  /n  =  h,  le  nond)re  /;  (^tant  diviseur  de  l'un  des  deux  nond)res 
71  -I-  I ,  n  -I-  2.  Les  é(|uations  (4)  t>t  (^>)  deviennent  respectivement 

[h  -(-  3)^  +  ?.  =  3/^^,      hp  ~  q  =  ±  \, 

et  l'on  a  «  -h  2  =  AyD  ou  Ai  +  I  =  ///;,  suivant  tpie  la  dernière  (^(piation 
est  vérifiée  avec  le  signe  supérieiu-  ou  avec  le  signe  inférieur. 

L'élimination  du  nombre  y  entre  les  deux  dernières  équations  donne 

[h-h-i)-  +  2  =  ?,{hp-^p). 

Nous  pouvons  nous  borner  au  signe  supérieur,  en  convenant  de  déter- 
miner le  nombre  n  par  la  formule  n  -h  2  =  hp  f,'i  p  est  positif  et  par  la 
formule  ti  +  i  =  —  hp  sip  est  négatif.  Sous  cette  réserve,  il  nous  suffit 
de  résoudre  l'équation 

(7)  h- —  3{p- —  2)h -h  II -h  3p  =  o, 

en  nombres  entiers  h,  p,  le  premier.  A,  positif,  le  second,  p,  positif  ou 
négatif. 

Ou  ne  peut  pas  supposer  11  -h  3p  <^o,  car,  les  deux  racines  de 
l'équation  (7)  étant  de  signes  contraires,  /«.serait  la  racine  positive,  et, 
la  racine  négative  étant  désignée  par  —  /,  on  aurait 

3 (/)-  —  2  1  ^  A  —  /,      —  II  —  3p  =  /il, 
[h/  -h  ii)=  =  9/j-=  3(/i  —  /)-f-  18, 

A-/-  +  22A/<3(/i-/     <3A. 

Or  cette  inégalité  est  évidemment  impossible  en  nombres  entiers   et 
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posilils.  Si  donc  réciiuitioii  (7)  est  possible,  les  valeiii's  de/;  vérifieni  l.i 
cou'ii  ion 

1 1  +  3/J>  o. 

Les  valeurs  de  p  comprises  entre  —  V  *^l  "T"  ^o"*^  ±:  2,  ±  3,  car,  si 
l'on  sujipose /;  =  ±  i,  les  racines  de  ré(piation  (7)  sont  imaginaires. 
Soit  /^  =  —  :;>.  L'équation  f  7  )  devient  A'-  -  GA  +  5  =  o,  et  l'on  en 
déduit 


e 
1 


Si  l'on  ])rend  /)  =  2,  les  valeurs  de  li  sont  irrationnelles.  H  en  est  ( 
même  poar/j  =  —  3;  mais,  en  faisant/j  =  3,  on  obtient  l'équatioi 

h-  —  21  A  +  20  =  o, 

dont  les  racines  sont  20  et  1 . 

Nous  trouvons  ainsi  trois  solutions  de  notre  jnobléme  :  m  ^  \,  j 
et  20.  Comme,  pour  les  deux  prenîières,  la  valeur  de  p  est  négative,  2, 
nous  devons  déterminer  la  valeur  correspondante  de  n  j)ar  la  formule 
«  -H  I  =  —  hp  =  2  A,  ce  qui  doune  n  =  i  pour  h  =:  i  et  n  ==  9  pour 
h^~}.  Ces  deux  solutions  (/w  =  i,  n  =  {;  m^3,  n  =  C))  sont  connues. 
La  troisième  i/n  =  20)  me  semble  nouvelle.  Comme  elle  correspond  à 
une  valeur  positive  de  j),  on  tloit  déterminer  la  valeur  correspon- 
dante de  71  au  moven  de  la  fornude  n-h2  =  hp;  on  trouve  ainsi 
n  =  20  X  3  —  2  =  58. 

Il  nous  reste  à  examiner  si  l'écjuation  (7)  est  possible  en  supposant 
yo>>3.  Les  deux  racines  étant  alors  positives,  désignons-les  par  A  et 
par  /;  elles  vérifieront  les  deux  relations 

A  +  /  =  3  (p-  —  2  ) ,     A/  =   i  \  -h  '5p. 

(ionnne  la  racine  entière  A  divise  le  dernier  terme  1 1  +  '5p,  lautre 
racine  /  est  aussi  un  nombre  entier.  Or  les  deux  nombres  A  et  /  étant 
entiers  et  positd's,  on  a  évidemment  2A/>  A  +  /;  donc 


6p  +  22  >  3/>'  —  6,     3/)-  —  6p  —  28  <  o. 
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Celte  inégalité  exige  qiie/^soil  iiiiérieiir  à  la  plus  giaiidc  iMciiic  du 
trinôme  ^^ —  2/>  — ^-j  ce  nombre  doit  dorie  éliHî  iiilériei;!'  à  5,  et, 
j)iiisc|iril  est  supposé  sii|)éiMeui'  à  3,  il  doit  être  égal  à  '\.  Connni',  en 
Taisant  /j  =  :^,  on  trouve  pour  les  racines  A  et  /des  valeurs  inalionncllcs. 
nous  j)ouvons  conclure  que  ré(|uation  (7)  n'a  pas  d'autre  solution  que 
les  trois  ci-dessus  indiquées. 

Nous  pouvons  résumer  celte  discussion  dans  le  lliéoréme  suivant  : 

I.  Par/ni  /es  soliilions  de  l\'(innlion  (1),  les  seules  tmlmis  de  »i  (jiu 
soient  en  même  temps  premières  avec  l'un  des  facteurs  n  +  i ,  «  4  ■^  et 
non  multiples  de  3  sont  m  =  i ,  m  =  5  ei  m  =^  20,  auxquelles  corres- 
pondent respectivement  n  ^  i ,  n  =:  9  e<  n  =  "iS. 

Or,  si  m  est  luie  puissance  d'un  nondjrc  preniiei-  autre  que  3,  il  esl 
nécessairement  premier  et  avec  3  et  avec  l'iui  des  deux  lacteui's  //  +  1 , 
/i  +  2.  Nous  pouvons  donc  conclure,  relativement  à  la  (piestion  géo- 
métrique proposée  : 

II.  Parmi  les  surfaces  dont  le  degré  est  un  nombre  premier  ou  une 
puissance  d'un  nombre  premier,  pair  ou  impair,  mais  autre  que  3,  les 
seules  que  l'on  puisse  rendre  osculairices  en  un  point  arbitraire  d'une  sur- 
face donnée  sont  le  plan  et  la  sur/ace  du  cinquième  dei^ré. 

G.  SLqjposons  m  =-^  "ihk  et  cherchons  dans  quels  cas  l'un  des  iaeleurs 
h  ou  k  se  réduit  à  l'unité.  Cela  aura  nécessairement  lieu  si  m  =  SA", 
A  désignant  un  nombre  premier  quelconque,  car,  l'équation  (1)  deve- 
nant dans  ce  cas 

A"[9(A''-+-  i)=-f-2]  =  («+  i)(«  +  2), 

un  seul  des  deux  facteurs  n  +  1 ,  «  -i-  2  sera  divisible  par  A  et  l'autre 
sera  premier  avec  m.  Ainsi,  en  résolvant  la  question  proposée,  nous 
sommes  assurés  de  trouver  toutes  les  solutions  de  l'équation  (1)  qui 
peuvent  être  renfermées  dans  la  formide  m  =  3A*,  où  A  désigne  n\\ 
nombre  premier  quelconc[ue,  égal  à  3  ou  dilférent  de  3 

Suivant  cpie  -rr  divise  le  facteur  «  H-  2  ou  le  facteur  «  +  i ,  on  a 


m  =  5/1,     — -, —  =p     ou     — 
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iU'  sorte  que,  l'autre  facteur  étant  tlésignr  |)ar  r/,  les  trois  nombres/?, 
f/,  Il  doivent  vérifier  les  deux  équations 

///(       (jf  =  ±  1,      {'5 h  -h  3 )-  -h  ■?.  =^ pq  =  p {hp  z^  \) . 

C.onune  dans  le  cas  précédent,  on  peut  ne  conserver  que  le  signe  supé- 
rieur, en  convenant  d'accepter  les  valeurs  négatives  de  pet  de  déter- 
unner  n  par  la  formule  n  +  2  ^ p/i  si  /;  est  positif,  et  par  la  formule 
n  -f-  \  =  —  ph  si  p  est  négatif.  Sous  cette  restriction,  nous  n'avons  plus 
(|u'à  chercher  les  solutions  en  nombres  entiers  de  l'équation 


(8)  r)h-^(p'^  i8]h 


I  I  -h  fl  =  o. 


On  ne  peut  pas  supjioser  p  -^  i  i  <'  n,  car,  en  posant  dans  cette 
hypothèse  p  =  — p,,  p,  serait  un  nombre  entier  et  positif.  Comme  le 
nombre  A  (vst  positif  et  diviseur  de  /?  H-  1 1  =  —  [p,  —  11),  on  ferait 
/j,  —  I  I  =  /il,  l  désignant  un  quotient  entier  et  positif,  et  l'on  déduirait 
de  la  formule  (8) 

9A  —  l=^p\  —  18,     <)/'/=  9/^f  —  <)<)  =  l{p'\  —  18  4-  /j. 

("onune  /  est  entier  et  positif,  on  déduirait  de  la  dernière  formule 

P\~  18  <9;j,  —  ()(),     (/^  — f)'+  81(1  — |)<o, 

ce  qui  est  cvidenuneut  impossible. 

La  somme/j  +  1  i  est  donc  positive.  Soit  doncyj  -1-11=:  M;  le  nombre  / 
est  entier  et  positif;  de  plus,  l'équation  (8)  divisée  par  h  donne 

9/i  +  l^p-  —  18. 

Si    l'on   suj)pose  /=  i,   on   déduit  des   deux    formules   précédentes, 
Qth=p-  -  i9  =  9/^  +  99> 
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Or  on  i-('C()i)iiait  aisément  (|iic  celte  éfuiation  n'a  pas  de  raeine  entière, 
("ornnie  le  n()nil)re  /  est  rcsitlu  quadratique  de  '^  et  qu'il  est  supérieur 
à  I,  il  ne  peut  pas  être  iufériein-  à  \.  Le  produit  3//^  est  doue  supérieiu' 
à  ()/?  ^~  /,  car,  si  Ton  suppose  /  '  'Mi,  ()/i  +  /  est  <  f?.h;  si,  au  con- 
Iraii-e.  on  suppose  /  >  '\/i,  ()/i  \  /est  •  '  U  ",  J^'/-  ^i  /'  '"!^'  >  ' ,  ("t  Ton 
roconuail  aisément  ([iie  l'on  ne  peut  pas  supposer //         i.  Ou  a  donc 

'5/h  r=  )p  -+-  33  >//-'  —  I  8,     p-  -  3/;  —  5 1  <  o. 

(loninie  les  racines  du  [vuunur  p-  —  3p  -  ji  sont  comprises  entre  \!\ 
et  —  I  I ,  la  valeur  de  p  doit  être  comprise  entre;  les  mêmes  limites. 
D'ailleurs  la  valeur  numérique  dc/j  doit  être  supérieure  à  4,  car  autre- 
ment l'équation  (8)  n'ain-ait  que  des  racines  négatives.  Le  nombre // 
est  donc  compris  entre  i  4  et  /|  ou  entre  —  '\  et  —  i  i .  D'ini  autic  côte. 
le  nombre  p  étant  divi.seur  de  9(/?+rj--t-2  ne  peut  être  que  sim- 
plement pair  ou  impair,  et  ses  diviseurs  premiers  ne  peu\ent  être  d'au- 
cune des  deux  formes  8/-I-  5,  8/ -1-7.  Les  valeurs  comprises  entre  les 
limites  assignées  et  vérifiant  ces  conditions  sont  (3,  9,  1  1 ,  —  G,  —  f).  Or 
l'équation  (8)  exige  que/?  soit  premier  a\<'c  3.  Il  ne  iTste  donc  cpie  la 
valeur/;  =  11,  pour  la([uelle  l'équation  (8)  devient 

(j/i"  —  1  (>3/;  -I-  aa  ;=  o. 

Comme  les  racines  de  cette  équation  sont  irrationnelles,  nous  con- 
cluons : 

I.  Parmi  les  solutions  de  l'cquation  (1;,  il  n'en  csl  aueitne  où  le 
nombre  m  soit  en  même  temps  diiisib/e  par  3  et  premier  mu  c  l'un  des  deux 
nombres  n  +  i ,  n-\-  -x. 

C-ela  auiait  lieu  nécessairement  si  l'on  [)ouvait  vérifier  l'équation  i^i 
en  prenant  m  =  3A^;  donc  : 

II .  L'équation  { i  )  ne  peut  être  vérifiée  par  aucune  valeur  de  m  comprise 
dans  la  formule  m  =  SA",  où  A  désigne  un  nombre  premier  quelconque, 
el  oc  un  exposant  entier  et  positif. 
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Holativcnicut  ;i  la  question  géométrique  proposée,  nous  avons  ce 
lliéorème  : 

111.  Aiicime  surface  de  degré  triple  d'un  nombre  j>remier  ou  d'une 
puisiunce  de  nomhre  premier  ne  peu'  être  osculnlricc  en  un  point  arbitrane 
d'une  surface  donnée. 

7 .  f.c  facteur  eomniundiiiionilire /yM't  de  l'un  desdeux  nombres n -f- 1 
ou  n  -h  2  peut-il  être  une  puissance  de  2?  La  solution  de  cette  question 
n  nferme  implicitement  celle  de  la  question  suivante  :  le  nombre  fn 
<[ui  satisfait  ,i  l'écpiation  (i)  peut-il  être  de  la  forme  2' A'',  A  désignant 
un  uomln'c  premier  impair?  Clar,  si  m  =-- 2^  A"^  et  que  m  ne  soit  pas 
premiei'  a\ec  luii  des  deux  iacleurs  ?;  -+  i ,  //  +  •?.,  le  nondire  2'  scia 
le  plus  i;rand  dniseur  de  m  et  de  l'un  des  deux  nondji'cs  /; -t-  r , 
Il  -i-  2. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  sui\ant  que  m  sera  premier  a\ec  3  ou 
nndtiple  de  3.  Dans  le  premier  cas,  on  aura  les  équations 

(  l' h  +  3)-  -I-  2  =  3/^<7,      n  -h  i  =  2'/).      /(  4-  2  =  Aq. 

nu  bien 

n  +  I  =  hr/,      //  4-  2  =  i' p. 

{.élimination  du  nondjre  n  donne  l'une  des  deux  équations 

/u/       ■?.' p  =  ti  \ . 

Multipliant  (  cite  équation  par  ?iq  et  renq)laçant  ipq  par  l'expression 
donnée  dans  la  première  formule,  on  a  l'équation 

(9)  2'Vr-  3(^--  2-'' •')/;-+-  I  [.a'  :lz  37  =  0. 

Soit  d'abord  >.  =-  i .  I/éqiiation  à  résoudre  devient 
(A)  ^h-  -  'Mf  -  S)h  +  22  -_t  3.7  =  o. 

1"  Si  22  zh  3y  est  >  o,   comme  le  nombre  h  doit  être  diviseur  du 
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(leniici-  Iciriic,  nous  poserons 

(a)  12  ±  3fj  -  /il, 

(le  sorte  que  léqiiution  (A),  divisée  par  A,  donnera 

Le  nombre  /est  entier  et  positif;  on  déduit  de  l'équation  (a)  qui!  est 
premier  avec  3  et  de  l'équation  [b)  qu'il  est  de  la  forme  8|  -t-  3.  D'ail- 
leurs, le  nombre  h  est  un  nombre  impair  supérieur  à  3.  Le  produit  /il 
est  donc  supérieur  à  la  somme  8  A  -+-  l,  de  sorte  ([ue  l'on  a 

22  rh  3^  >  3(7"  —  î'i,      3y-  q:  3(/  —  /|*>  <  O- 

La  valeur  de  ±  ^  tloit  donc  être  comprise  entre  les  deux  racines  du 

trinôme  x" —  .r q-i  et  par  consé:[uent  entre  les  deux  nombres   5  cl 

—  2.  Mais  l'équation  [b)  exige  que  q-  soit  >8.  L'équation  (A)  est  donc 
impossible  dans  l'hypothèse  admise. 

2"  Soit  22  ±  3y  <;  o,  ce  qui  exige  qu'on  prenne  le  signe  inférieur  et 
cpie  l'on  ait  oq  _>  22.  Posons  '5q —  22  =  A/;  l'équation  (A),  divisée 
nar  /i.  donne 

8A-/  =  3ry=- 24. 

Les  deux  nombres  h  et  /  sont  entiers  et  positifs,  et  l'on  déduit  de  la 
dernière  équation  que  le  nombre  /  est  tle  la  forme  8? +5.  Enfin  ^\^ 

Ihypothèse  q"^  ^  on  conclut 

q->]9,      8/i~I>n      et      S/i  -  /  <  S/i  ■  [  2 /li. 

Ou  a  donc 

3^-— 24  <Gy  —  44,      3(«y  —  1)'-+ 17  <  o, 

ce  qui  est  évidemment  impossible.  Ainsi,  quel  que  soit  le  signe  a(U)pte 

Joiirii.  de  Mnlli.  (3"  sui'ie),  tome  VII.—  Mars  1881.  '  ' 
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dans  rci[iiatioii  (A),  il  est  impossible  fie  la  vérifier  par  des  \aleur;i 
entières  et  positives  de  h  et  de  p.  Doue  : 

I.  L'(-(jit(ition  (il  n'admet  aucune  solution  où  le  plus  grand  <livtseur 
(  oni/nun  de  m  et  de  l'un  des  no/nbres  n  -h  \ ,  n  -i-  :>.  soil  égal  à  2. 

Or  cela  aurait  nécessairement  lien  si  le  nombre  m  pouvait  être  de  la 
forme  2A*,  A  désignant  un  nombre  premier  supérieur  à  3,  car,  le 
nombre  m  ne  pouvant  être  premier  avec  aucini  des  deux  facteurs  «  -t-  1 , 
«  +  2  (n"  î>,  I),  l'un  de  ces  deux  nombres  aurait  avec  m  le  nombre  2 
eonune  ])lus  grand  connnnn  cliviseui'.  Donc  : 

II.  Le  degré  d' une  surface  osculatrice  en  un  point  arbitraire  d'une  sur- 
face donnée  iw  peut  être  égal  au  double  d'un  nombre  premier  supérieur 
à  ')  ni  au  double  d' une  puissance  d'un  pareil  rwmbre. 

8.  Reprenons  l'équation  (ç))  et  montrons  que,  si  ),  n'est  pas  supérieni- 
à  4:  011  lie  peut  pas  supposer  i  i  .2'  dz3q  <o.  Dans  cette  hypothèse,  il 
faut  prendre  le  signe  inférieur  et  faire  ^17  >  1  1 .  2^.  Posons 

(a)  3(7  —  I  1 .  2'  =  ///: 

l'écjuation  (gj,  divisée  par  A,  donnera 

{b)  3<7-   -  6.2='=  2^'//-/, 

/  désignant  aussi  bien  que  h  un  nombre  entier  et  positif.  Ou  déduit  de 
la  dernière  formule  que  /  doit  être  de  la  forme  8.r  +  5  et  de  l'équa- 
tion (a)  que  ce  nombre  est  premier  avec  3. 

En  multipliant  l'équation  {a}  par  3<7  +  i  1 .  2'  et  l'équation  (b)  par  3, 
on  obtient  les  deux  formules 

gq- —  [21 .  2-'= /(/(  2(7  +  I  1 .2' ), 
gq-         18.2-'=  3.2'Vi^  3/, 

doni  la  ecjmparaison  donne  l'inégalité 

/  3(/-i-  11.2')  <3.2". 
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(l'on,  avant  égarti  à  lliypotlicsc  iff  ">  i  i .  2',  on  driluil 


I  "   /  ^^  2  : 


2°   /  =  3  : 


3"  A  =  4  : 


/    -3.8       ^ 


.^3.32       , 


/<^iI^«<3G 


Comme  le  nombre  /  doit  être  de  la  forme  %x  -1-  5  et  non  divisil)le  pai-  3, 
la  limite  obtenue  exclut  toute  valeur  de  /dans  le  premier  cas;  elle  ne 
laisse  que  la  valeur  /=  5  quand  ).  =  3  et  les  valeurs  5,  i3,  29  (piand 

x  =  4. 

Or,  en  éliminant  h  entre  les  équations  {a)  et  [b],  on  obtient. 

et  ion  constate  aisément  c|uc  cette  équation  n'est  pas  vérifiée  })ai-  une 
valeur  entière  de  g,  soit  lorsqu'on  fait  X  =  3,  7=5,  soit  lorscpi'on 
prend  X  =  4  et  c[u'on  donne  à  /  l'une  des  trois  valeurs  5,  i3  ou  19. 
Donc,  si  l'équation  (9)  est  possible  pour  des  valeurs  de  X  inférieures 
à  5,  on  a  nécessairement 

1  I.  2'  ±:  3^^  >  o. 

9.  La  vérification  que  nous  venons  d'indiquer  relativement  à  l'équa- 
tion [d]  n'offre  pas  de  diftlculté;  mais,  dans  les  deux  cas  où,  X  étant 
égal  à  4j  If  nombre  /  est  égal  à  i3  ou  à  2",  le  calcul  direct  est  un  peu 
long.  On  peut  l'éviter  de  la  manière  suivante. 

D'abord,  eu  considérant  l'équation  [d]  suivant  le  module  2'',  on  a 
enti'e  /  et  q  la  congruence 

3 q- -^  l ^=Ei o  (mod.  5i2), 
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dont  les  solutions  sont  données  par  la  tornnde^  =  2*!;  ±:  217  si  /  —  i  3 
et  par  la  formule  q  =-  -j^O  ±.  20()  si  /  =  29.  Mais,  comme  le  nombre  (j 
ne  peut  être  de  la  forme  8a; +  7,  on  doit  exclure  les  signes  infé- 
rieurs. 

On  déduit  aussi  de  l'équation  {d) 

S^BEEi  r .  2'   (mod.  /) 

Si  /  =  i3,  on  en  déduit 

y  =  i'f/  +  21  7  Ez;  1  I    (mod.  i3  j, 

Si  /  =  2f),  on  a 

3(7  =  2*35  4- G27  ss  1 1  .iG  (mod.  29,, 

0  =  29s  +  3. 

Enfin,  comme  la  somme  des  trois  derniers  termes  de  léquation  1  v/ i 
est  positive,  il  faut  que  la  somme  des  tleux  autres  soit  négative,  ce  qui 
exige  que  l'on  ait 

/(7<2'%     /(2''!;  +  a)  <  2'-     (a  =  2i7,209j. 

On  a  donc  a  fortiori 

et,  par  conséquent,  C"  <^  2  si  /=  i3,  fJ  <  i  si  /^  29.  Or  cela  estimpos- 
.sible,  puisque  Q  ne  peut  être  inférieur  à  3.  Ainsi,  dans  les  deux  cas 
énoncés,  l'équation  [d)  n'admet  pas  de  solution  entière,  ce  qui  justifie 
la  conclusion  du  numéro  précédent. 

10.  Examinons  si  l'équation  (9)  peut  être  résolue  en  supposant 
1 1 .  2'  ih  (y  ^  o.  Nous  ferons 

[a]  M  .2^  ±3q  =  hl, 
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cl  nous  (Ic'iluii'oiis  de  l'c(|ii;ilioii  ff)),  divisée  p.ir  //, 


2'"''/<  +  /^3(f/-—  2 


2),  ,   I  ' 


On  conclut  de  la  dcrnièro  forniidc  ([iic  /  csl  de  la  forme  H.r  +  3. 
On  ne  peut  pas  |)rendre  le  signe  inférieiu"  dans  l'équation  (a),  car 

avec  ce  signe  on   devrait  vérifier  l'inégalité  y  <^ —rj—- Mais  on  déduit 
de  l'équation  [b) 


2^/*  +  h 


3        ' 
de  sorte  que  le  nombre  q  serait  compris  entre  les  deux  limites 


[C)  2'^/ 3 <r/<2'-j, 

ce  qui  exige,  avant  tout,  que  l'on  ait 

2  V/  +  (j  <  -T-  ,        2'  /«  <  -  -  • 

Comme  le  nombre  h  ne  peut  être  inférieur  à  T»,  il  faut  que  '/.  soil 
inférieur  à  3.  Soit  ),  =  1.  Puisque  l'on  a  /(^;">,  2/1  +  Gi^  16,  et  l'on 
déduit  de  la  formule  (c) 

4<7<y<8. 

I^e  nombre  q  devrait  donc  être  égal  à  l'un  des  deux  nombres  5  ou  7, 
ce  qui  est  impossible,  puisque  —  2  est  résidu  quidratiqiie  (1(>  y 
Soit  X  ^  2.  On  aura 

2^/i  +  6  :'_  2(3, 

et  la  formule  [c)  donnera 

..<4y/'^<y<4y<<5. 
Le  seul   nombre  impair  compris  entre  ces  deux  limites  est  i3;  or. 
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—  2  nV'Iaiit  pas  résitlu  (juadratique  de  i3,  la  valeur  q  =i  \'i  esL  iiiac- 
(•(>|)tal)l('. 

Ainsi,  (jiicllc  (jue  soit  la  valeur  de  X,  on  doit  prendre  \v  signe  supé- 
rieur dans  les  éc]iiations(f))  et  (a). 

I, "élimination  de  q  entre  les  deux  équations  (a)  et  [b)  donne 

h-l-  —  22  . 2'hl  ^-  lo") .  2-"'  —  2''  M,  —  3/  --^  o. 

Nous  déduisons  immédiatement  de  cette  équation  qu'on  ne  peut  pas 
supposer  /<2'-'  ',  ear,  dans  cette  hypothèse,  il  faut  que  les  deux 
racines  de  l'écpialion  en  /soient  de  même  signe,  sans  quoi  on  aurait 

2^^^'>/>22.2"'/*~4-3,        /;<-, 

ce  (jni  est  impossible,  ).  étant  inférieur  à  5  et  A  supérieur  à  ").  Or,  si 
les  deux  racines  de  l'équation  en  /sont  positives,  on  a 

Si  )^  2,  on  a 

,  -^  io3     ^  f- 

(  (•  qui  est  impossible.  Si  X  =  2,  /;  est  <  ();  enfin  si  >  =  i ,  A  est  <  i8. 
Comme  le  nombre  Ii  est  au  moins  égal  à  S  et  premier  avec  3,  il  n';i 
que  l'une  des  valeurs  5,  7  si  >  =  ^  et  l'une  des  valeurs  5.  7,  i  1 ,  i3 
et  I  7  si  /  =  I .  Or,  on  rticonnait  aisément  que  ces  valeurs  sont  inadmis- 
sibles. En  effet,  prenons  l'équation  (9)  sous  la  forme 

[e]  ■     ■d{/iq-~q)  =  -i'  [{  2V;  +  3 )"  +  2 ] ; 

en  v  faisant  /     ;  2  et  /;  -^  5  ou  7,  on  ol)ti(nit  les  deux  équations 

5(7-  — ,7  =  4.3.5(),      7(7-  — y  =  4.3.107, 

(pii  ne  peuvent  être  vérifiées  en  nomJjres  entiers.  De  même,  si  l'on  fait 
).  =  1  dans  1  équation  (e)  et  qu'on  y  substitue  les  valeurs  5,  7,  r  i,  i3 
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cl  I  -^  de  //.  011  IroiiNC 

5r/-      </  ^-  2 .  ■') .  I  (),       77-'  -  7  =^  ^  •  97^ 
I  1  (f-      (j   -  1.  20Ç),       I  'S(j-   -  7  -=  ^.   281 , 
177-       .y   ---:  i.457. 

Or,  ou  oonstati'  sans  poiiio  l'impossibilité  (!<■  ces  r(Hiatioiis  ni 
nombres  entiers;  comme  97,  281,  '{!>']  sont  des  nombres  premiers  el 
que  q  doit  être  impair,  ce  nombre  ne  pourrait  recevoir  qu(î  l'une  des 
deux  valeurs  i  ou  97  dans  la  seconde  équation,  l'une  des  valeurs  1 
ou  ■i%\  dans  la  quatrième  et  l'une  des  valeiu's  i  ou  457  dans  la  der- 
nière, ce  qui  est  manifestement  impossible.  Dans  la  troisième  e(|uahon, 
y  devrait  être  multiple  de  1  1  ;  ou  aurait  donc 

I2ir/;-  r/,  =  2.19, 

ce  qui  est  impossible.  Enfin,  dans  la  première  équation,  on  ne  peut 
donner  à  q  que  l'une  des  deux  valeurs  3  ou  19,  et  l'on  reconnaît  im- 
médiatement que  ces  valeurs  ne  vérifient  pas  l'équation. 

Si  donc  l'équation  (9)  est  possible,  on  doit  supposer  />  2'-' '  ' .  Or, 
dans  ce  cas,  2^(  i  1 .  2^+  3y  )  =  l' Ih  >■  2   i^'^h;  si  donc  /<  2^'//,  ou  a 

l'ih  >  2»Vt  -f-  /, 
et,  si  l~>  7}'h,  on  a  a  fortiori 

2'lh:>  2/>  2^' h  ^  I. 
La  comparaison  des  deux  fornndes  (a)  et  (  h  ]  donne  donc 

1 1 .  -r'  +  3.  2'  q  <  :Sq-  ~  5.  2-',      :)q-  —  ^  .1'  q   -  2-'.  i  7  <    o 
Celte  inégalité  peut  s'écrire 

3(^2  -  2'-' V'  -  2-"'--(  3  -^  4  •  1 7)<  o, 
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et  l'on  cil  tlcdiiit 

D'ailleurs  on  déthiit  de  la  formule  [b),  en  ayant  égard  ;'i   liiiégalité 

3 <7"-  >  2^'  l  7  +  2 VO .      q>-2'  ^/  ^3—  • 
Le  nombre  q  est  donc  eomjiris  entre  les  deii\  limites 


.>../^'   -''' 


/7  -t-  2V(  ^  ■>      ; 

/^—^ —  <9<  3.2', 

ee  ([iii  exige,  avant  tout,  que  l'on  ait 

7  +  2"7i<27,     fi<^~- 

(lomme  le  nombre  h  ne  peut  être  inférieur  à  5,  il  faut  que  /  soit 
égal  à  r.  Dans  ce  cas,  le  nombre  q  doit  être  compris  entre  4  Pt  6, 
c'est-à-dire  qu'il  doit  être  égal  à  5.  Mais  cette  valeur  est  inadmissible, 
parce  que  —  i  est  résidu  quadratique  de  q.  Ainsi,  dans  toute  hypo- 
thèse, l'équation  (9)  est  impossible  lorsque  l'exposant  X  est  inférieur 


lî.  Le  résultat  obt(>nu  dans  les  quatre  numéros  précédents  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

I.  l'aimi  les  valeurs  de  m  propres  à  vérijier  V équation  f  1),  //  n'en  est 
aucune  qui  soit  première  avec  3  et  dont  le  plus  grand  diviseur  commun 
avec  r  un  des  deiiv  nombres  n  -+-  \ ,  n  +  2  soit  égal  à  2,  \,  8  ou  1  H. 

En  réunissant  cette  conclusion  avec  le  théorème  1  du  n"  5,  on 
reconnaît  que  les  formules  2 A",  SA",  i(jA"  ne  renferment  aucune 
valeur  de  m  propn-  à  vérifier  l'équation  (  1  )  et  que  la  formule  4  A"  n'en 
renferme  qu'nne  seule,  //z  =  20.  En  effet,  le  nond)re  m  étant  diviseur 
du  produit  [n  +  i)(«  +  2),  dont  les  facteurs  sont  pi'einiers  entre  eux. 
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il  liuit  ou  Iticn  qu'il  divise  l'un  des  facteurs  et  cpril  soit  |)i'('n)ici' avec 
l'autre, nubien  qu'il  se  décompose  eu  deux  riicfeurs  preiniei-s  entre  eux. 
Dans  le  premier  cas,  il  résulte  des  n'"  5  et  6  que  le  nombre  ///  ne  peut 
avoir  que  l'une  des  trois  valeurs  i ,  5  et  20;  dans  le  second,  il  est  im- 
possible qu'il  soit  de  la  forme  2' A",  X  désii^uant  un  nombre  inférieiu- 
à  5  et  A  un  nombre  premier  su|)érieur  à  3,  car  alors  il  ne  pourrait  se 
décomposer  que  d'une  seule  manière  en  deux  facteurs  premiers  enlre 
eux,  et  1^  serait  le  plus  grand  diviseur  de  m  et  de  l'im  des  di  ii\ 
noml)res  n  -h  i ,  n  -h  -2,  ce  qui  a  été  démontré  impossible.  Donc  : 

11.  Si  l'on  désigne  par  A  un  nombre  premier  supérieur  à  3,  par  y.  un 
exposant  entier  et  positif,  les  trois  formules  2  A",  8  A",  i()  A''  ne  renj'ernwnl 
aucune  valeur  de  m  propre  à  vérifier  l  équation  {\\. 

111.  La  seule  valeur  de  m,  propre  à  vérifier  l'équation  '  1  ',  (pii soit  ren- 
fermée dans  la  formule  4  A*,  est  m  =  20. 

Relativement  au  problème  géométrique  proposé,  nous  concluons 
que  : 

TV.  Parmi  les  surfaces  que  l'on  peut  rendre  osculatrices  en  un  point 
arbitraire  d'une  surface  donnée,  celle  du  vingtième  ordre  est  la  seule  dont 
le  degré  soit  égal  au  produit  d'une  puissance  d'un  nombre  premier  supé- 
rieur à  3,  multipliée  par  r un  des  nombres  2,  4.  8  ou  iG. 

12.  Si  le  nombre  m  est  de  la  forme  3.2^/t,  h  désignant  un  nombre 
impair,  et  si  le  plus  grand  diviseur  commun  de  m  et  de  l'un  des  deux 
nombres  n  +  r,  n  -l-  i  est  égal  à  2',  l'équation  (5)  devient 

9(2V^  +  1)-+  2  =^ :^^ =pq. 

et  donne  lieu  à  l'ime  des  deux  décompositions  suivantes  : 

71  +  I  =  2*  q,     n  -h  2  =  hp,        hp  —  2'  q  =        i , 
«  +  [  =  hp,       /;  -I-  2  =  ■??  q,      hp  —  2^  q  =  —  i . 

Le  problème  de  trouver  les  valeurs  de  m  divisibles  par  3  qui  véri- 

Jnurn.  de  Math,  (.'i'  série),  t.  Vil.  —  Mars  i8Si.  1  2 
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fn^nt  l'équation  (  i  ),  de  manière  que  le  plus  grand  diviseur  commun  de  m 
et  de  l'un  des  deux  nombres  n  +  \ ,  n  -\-  i  soit  2',  revient  donc  à  ré- 
soudre en  nombres  entiers  et  positifs  le  système  des  deux  équations 

hp  —  7}q  =  ±  I ,     p(I  =  (){2'Ji  +  I  1^  +  2  ; 

c'est  ce  que  nous  allons  faire,  en  nous  l)ornant  aux  valeurs  i,  2  et  3 
de  >.. 

En  niulli|)liant  la  première  é(|ualion  par /M't  remplaeanl  />(/  |)ar  sa 
valeur  en  lonetion  de  //,  nous  trouvons 

(10)  ç).i^''/i-—  (/;'—  i8.2-')/i  +  (i  \.2'±p)  =  0. 

Nous  devons  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  dernier  terme  de 
cette  équation  est  positif  ou  négatif. 

1°  Soit  d'abord  ii.a?  ±  p<io,  ce  cpii  exige  que  l'on  prenne  le  signe 
inférieur  et  cpi'on  suppose  /j  >  i  i .  2',  Comme  le  nombre  h  doit  être 
diviseur  du  dernier  ternie,  nous  aurons,  en  désignant  par  /  un  nombre 
entier  et  positif, 

(a)  />  —  I  r.  2'  =  ///, 

[h)  i).yf'h-l  =  p^  —  i8.a-\ 

Nous  concluons  de  l'équation  (b)  que  le  nombre/  doit  vérifier  les 
deux  congruences 

/^  —  p-   (mod.  8),     /^  —  p-  (mod.  9), 

et  que,  par  conséquent,  il  est  de  la  forme  2^.1'  +  23.  Si,  après  avoir 
nudtiplié  l'équation  [a]  par /j+  i  i .  2',  on  la  combine  avec  l'équation  (b,, 
on  trouve 

-^  to3 .  2^^  =  h  [Hp  +11.  i>-)  -  9 .  2=']  +  /, 

et  l'on  en  conclut,  en  ayant  égard  à  l'iiypotlièse/j  >  i  1 .  2^, 

^      1 1 
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Si  >  =^  I  ou  2,  le  noinhrc  /  doit  vAvr,  inférieur  à  2'},  ce  qui  est 
iMi|)ossil)k'.  Si  ).  =  j,  /  osl  '  Sa;  or,  la  seule  valeiu-  iiilérieui'e  à  cette 
limite  qui  soit  renfermée  dans  la  formule  a/j.r  +  23  est  /  =  a3.  Faisan! 
donc  X  =  3  et  /  =  a3  dans  les  éijiialions  (a)  et  [b],  et  éliminant  />.  on 
ohlient  récjualioii 

52ijA-  —  1  (j .  35/t  +  I  o3 .  ^^'''  -t-  2j  =;  f), 

d'où  l'on  déduit 

,        16.35 

Comme  le  nombre  h  ne  jx'ut  être  inférieur  à  3,  nous  "concluons  (jiie 
1  livjjothése  est  impossible. 

15.   Soit  donc  i  i .  2^  ±  p  =  /il  ^-  o.  Nous  déduisons  de  l'équation    10) 

a)  i  ] .  2'  dzp  —  /il, 

b)  <).  2'"'/«4- /  =  /r  —  i8.2-^'. 

La  dernière  formule  exige  que  /  soit  résidu  quatlr;iti(|ue  de  8  et  de  '\ 
et  que,  conséquemment,  il  soit  de  la  forme  2f\x  -h  1 . 

On  ne  petit  pas  supposer  A  ^  1,  parce  que  le  nombre  m  serait  alors 
premier  avec  l'uu  des  deux  nombres  n  -h  \ ,  «  -1-  2,  contrairement  au 
théorème  1  du  11°  6.  On  ne  peut  pas  non  plus  [irendre  /t  =  3,  car.  en 
éliminant  /;  entre  les  é(piations  [a)  et  [b),  on  aurait  l'écpiatioii 

()l-  —  (66.  2' -h  1)/+  2''(io3  —  27.  2\)  =  o, 

dont  l'impossibilité  se  constate  aisément  de  la  manière  suivante.  [,e 
nombre  /  compris  dans  la  formule  24^  -t-  i  doit  diviser  io3  —  2-.  2' . 
Or,  en  faisant  X  =  i ,  2  et  3,  on  trouve  que  ce  dernier  nombre  est  é"al 
à  49.  —  5,  —  1  i3;  comme  aucun  de  ces  nombres  n'admet  de  diviseur 
de  la  forme  voulue  24«'  +  1  autre  que  i,  on  devrait  prendre  /  =  i ,  et 
l'on  reconnaît  aisément  que  cette  valeur  ne  satisfait  pas  à  l'équation. 

Ainsi,  le  nombre  /i  ne  peut  pas  être  inférieur  à  T). 

On  ne  peut  pas  supposer  /  >  9 .  2"^,  car,  en  multipliant  l'équation  \a) 
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j)ar  2^"*"',  on  aurail 

22  .  2-'  ±  9?^*/)  =  2    y}lh  >  9 .  i-'/i  4-  /, 
Q2  .  2^'  ±:  a''  "p  >/>-  —  1 8  .  a-\ 

(^  +  2>)^        <2  =  \/,.. 

Oïl  a  donc 

D'ailleurs  on  (lodiiit  de  réqiiation  {l>),  t'ii  ayant  égard  à  rii\|)o- 
tlièso  />-9.2-',  que  la  valeur  numérique  de  /;  doit  être  inférieure  à 
3  .  a'  \''i  +  'i'  /i .  On  devrait  donc  avoir 


3  .  a'-  v'3  +  -V*  <  8  .  2\ 
9(3  +  2V0<(i1, 

ee  qui  est  impossible,  même  en  supposant).  ^  i,  puisque  le  nombre  h 
n'est  pas  inférieur  à  "i. 

Si  donc  l'équation  (lo)  est  possible,  on  a 

/<9.2=\ 

On  ne  peut  pas  supposer  /=  i,  car,  en  éliminant/?  entre  les  équa- 
tions [a)  et  {b),  on  obtient  la  formule 

(c)  h-l-  -  2'^'  i. 1 1  /  +  9 .  2"-'-'  ) A  -M o'j  .  2-^  -  /  =  o. 

d'où,  en  supposant  /=  i,  et  en  faisant  successivement  X  =  i,  2  et  '5, 
on  déduit 

h-  —    _^| .    29//  +    3  . 1 37  =  o, 

h-—    8.    83/; +  27.  Gi  =0, 

/i^  —  I  (') .  229A  -+-    3 .    I  ') .  1G9  =  o. 

L'impossibilité  de  ces  équations  se  reconnaît  aisément,  sans  effectuer 
le  calcul  des  racines.  D'abord,  l'une  des  racines  ne  peut  pas  être  en- 
tière sans  que  l'autre  le  soit  également.  I^e  dernier  terme  de  chacune 
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de  rcs  (''qiialioiis  doit  donc  se  décomposer  en  deux  faeleurs  doiil  la 
somme  soit  égale  au  coelfieieiil  du  second  leiine  cliangé  de  sifj;ne. 
('onime  ce  dernier  coeiricient  n'esl  divisible  pai-  i  dans  aucune  de  ces 
é(juati(ins,  landis  (jue  le  dernier  terme  est  multiple  de  ),  il  laut  cnie 
l'une  des  racines  soit  nndtiple  de  i  et  tpie  l'autr-e  soit  première  avec  i. 
Les  deux  racines  seraient  donc  /;  =  î, /i'=  i37  pour  la  première 
équation,  27  et  Gi  pour  la  deuxième,  3  et  1 3' pour  la  troisième; 
comme  aucun  de  ces  trois  cou|)les  de  racine  ne  présente  la  sonnne 
voulue,  riivpothèse  est  inadmissible;  le  nond>re  /  doit  être  compris 
entre  les  tleux  limites  i  et  Ç).  2"'. 

Ja\  somme  des  deux  derniers  termes  étant  positive  dans  l'équa- 
tion [c),  il  faut  que  la  somme  des  autres  teniK^s  soit  négative;  on  a 
donc 


'^2  .  2      .  0.2 


^,_  ^ 


et,  pai'  conséquent,  le  nombre  /  doit  être  inférieur  à  la  plus  grande 
racine  de  ce  trinôme,  c'est-à-dire  qu'il  doit  vérifier  la  formule 


Comme  le  nombre   h  ne  peut   être  inférieur  à  ,'>,  il   faut  (|ue  l'on 
ait 


I  I  .■? 


^      ?•   .'"^     -L-     ..>.+  l 


/<^+2\') 

Si  A  ^  I ,  /  est  <^  )  ^-  2 .  3  :  si  7,  ^  2,  on  trouv 
/<9  +  ^,V73<2); 


ss 


enfin,  si  ).  =  3,  le  nombre  /  doit  être  inférieur  à  ^-  +  8  \  ">  +  i(")  <'  ")8. 

I-es  deux  premières  valeurs  de  X  ne  laissent  pour  /  aucune  valeur  atl- 
missible,  puiscjue  ce  nombre  doit  être  de  la  forme  i\a:-\-i,  sans  se 
réduire  à  i.  Quand  X  ^  3,  le  nombre  /  ne  peut  avoir  que  1  inie  des 
deux  valeurs  2  5  et  49>  auxquelles  correspondent,  par  la  formule  [Cj, 
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les  deux  équations 

[q.j/i    -  —  l().  ")(")')//  -f-  (')")()-  =  o, 

(4r)/j)=  -  iC) .  827//  4-  (')-)  V')  =  o. 

I.a  |)rcmièrc  n'admet  pas  de  racine  rationnelle,  parce  que  l'on  eu 
déduit  en  même  temps 

,      -  i6.563      ,    ,.        .,7  /         1    -\        7 

/i  <^  — 7;-^:— <  II),       )/;e^7     mod.  .)  ,     /?  =  io,r-f-q: 

or  le  dernier  terme  G  jGy  ^  3 . 1 1 .  if)9  n'admet  pas  de  diviseur  qui  vé- 
rifie en  même  temps  ces  deux  conditions.  T.a  deuxième  étjuation  est 
également  impossil)le,  parce  qu'on  en  déduit  la  congruence  impossible 

/^-  —  2 A  +  3  =  (/<  —  I  j-  4-  2  ss  o      j  mod.  ,;  ). 

Enjoignant  ce  résultat  à  celui  du  munéro  précédent,  nous  sommes 
en  droit  de  conclure  que  l'équation  (10)  est  impossible  en  nombres 
entiei's.  Donc  : 

I.  l'anni  les  imleurs  de  m  qui  satisfont  à  V équation  (i),  il  n'en  est 
aucune  (j ni  soit  multiple  de  3  et  dont  le  plus  grand  diviseur  commun  avec 
l'un  des  nombres  «  +  i ,  /z  +  2  soit  égal  à  2,  \  ou  8. 

C'est  cependant  ce  qui  aurait  lieu  si  l'équation  (i)  admettait  quelque 
soluLiou  de  la  forme  3  .  2'.!^,  A  désignant  un  nombre  premier  impair, 
a  un  exposant  entier  et  positif,  ).  l'un  des  trois  nombres  i,  2  ou  3,  car 

le  produit  (/î  +  i)(« -f- 2)  étant  divisible  par  —  =  2' A'^  .sans  qu'au- 
cun des  deux  facteurs  soit  preuiier  a\ec  m  (  n°  6),  il  est  nécessaire 
que  l'un  de  ces  facteurs  soit  divisible  par  2^  et  l'autre  par  A".  Nous 
avons  donc,  relativement  à  la  question  géométrique  propo.sée,  le  tliéo- 
réme  suivant  : 

II.  Aucune  des  surfaces  dont  le  degré  est  compris  dans  l'une  des  for- 
mules GA",  i2A^,  2'i  A",  où  k  désigne  un  nombre  premier  impair  et  a  un 
exposant  entier  et  positif  ne  peut  être  rendue  osculatrice  en  un  point  arbi- 
traire d'une  surface  donnée. 
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II. 


9^ 


ii'.  En  procédant  d'imc  manière  nnalogup,  on  tronvora  des  théo- 
rèmes seml)lal)les  à  ceux  cj(ie  nous  venons  d'établir,  mais  dans  les(juels 
le  facteur  i>  sera  remplacé  par  quelque  facteur  premier  impair.  Nous 
nous  l)ornerons,  sur  ce  sujet,  aux  résultats  olMetuis,  afin  de  consliuiic 
certaines  formes  linéaires  où  se  trouvent  renfermées  toutes  les  solutions 
de  l'équation  (i),  ce  qui  nous  permettra  de  trouver  aisément  toutes  les 
solutions  en  nombres  inférieurs  à  une  limite  assignée. 

L'équation  (i),  multij)liée  par  4,  peut  s'écrire 

(i)  V«'+  •-i'i'«-+  Vim  +  3  =  3f2«  4-  3)-=  3J^ 

Suivant  le  module  Z),  y''  ne  peut  avoir  que  l'une  des  valeurs  o,   i ,  —  i  ; 
le  nombre  /w  doit  donc  vérifier  l'une  des  trois  congruences 

/[rn)  =  m'  -+-  ni-  -+-  m  ^3  —  3^-^  3,  0,1. 
Or 

/(±l)  =  I±  2  =  3.4,      /(±2)  =  4. 

On   doit  donc   exclure   toutes   les  valeurs  de  m  renfermées  dans  les 
formes  linéaires 

.■')J:+  (2,3,4). 

Soit  m  =^  jÛ  -+-  i.  L'équation  (  i),  considérée  suivant  le  module  2"). 
donne  la  congruence 

4(i.>ô  4-  i)  —  (io5  -H  i)  —  C)(J>9  +  i)  +  3^H3y-  fmod.  ■2']), 
■2oO^'iy'-     (mod.  2")!. 

Cette  congruence  exige  que  y  et  conséquemment  0  soient  multiples 
de  5.  Toutes  les  valeurs  admissibles  de  m  dans  la  formule  oS  +  i  son! 
donc  de  la  forme  2')/+  i.  Les  valeurs  comprises  dans  la  fonnule  ">(/  se 
distribuent  dans  les  cinq  formes  linéaires  2')/+-io,  j,  10.  i"),  20  . 
Les  valeurs  de  w  qui  salislont  à  l'équation  (i)  sont  donc  toutes  ren- 


/ 
/ 

A- 
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fermées  dans  les  six  formules 

{i)  2,)/+(o,  I,  .^  lo,  i"),  20). 

llf.   En  rckluisaiit  ré(|iiation  (  ij  suivant  le  module  27,  on  trouve  que 
le  nomiire  m  doit  vf-rilier  la  congruenee 

/;  m )  =  \ in-  —  3 m-  —  1  o m  ss  3  (7-  —  i  )  ( mod   27 ) 
Or,  on  a 

y-^^o,  I,  4,  7   (mod.  f)),      3(j-—  i)eez;2'i,  o,  9,  i (S   (mod.  27). 

Les  seules  valeurs  admissibles  de  m  sont  donc  celles  qui  vérifient  quel- 
qu'une des  congruences 


/(m)^so,  9,  18,  24  (mod. 


-y. 


Or 


/(±    i)  =  -    3±(4-io)=i8,3, 

y(±  2)^ — 12  ±2(16  — 10)^0,3, 
/(±   4)eee       G±4(.54)  =  G,G, 
/(±    5)=        G±5(9)h^24,  1.5, 

f[±     7)=       i:j±7(-  3)  =  2I,9, 

fi±    8)=      24  ±8(3)^21,0. 
/(±io)sh—    3  zh  10(12)^^9,  12, 
/(±ii)  =  —  I2rtii(ij)  =  i8,  12. 
/(±i3)^       G±i3(-9)he24,  I-., 

On  voit  par  ce  Tableau  que  l'on  doit  exclure  les  valeurs  —  r,  —  2, 
-t-  4.  —  4.  —  N  7.  8,  —  10,  —II,  — 13.  De  plus,  parmi  les  valeurs  de 
la  forme  3/,  on  doit  exclure  celles  qui  ne  vérifient  pas  la  congruenee 

—  3o/e^3(j-  —  i)eeeeo,  9,  18,  24  (mod.  27  ), 
—  /sso,  3,  6,  8  (mod.  9). 
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Ix's  seules  valeurs  de  /  (lui  véi-ifient  c|iiel(|iriiiie  de  ces  rondilions 
entre  o  et  f)  sont  o,  1,  i,  (l;  on  doit  donc  exclure  les  valeurs  2,  f\,  "5, 
7  el  (S  de  /.  et  |)ar  conséquent  les  valeurs  (1,  1 1>,  i  "),  21 ,  2\  de  m.  Toutes 
les  valeurs  possibles  de  m  sont  donc  comprises  dans  les  formules 

(3)  27/+ (o,  I,  2,  3,  f),  f),  10,  I  r,  i3,  18,  i(),  20). 

16.  En  combinant  les  fornndes  (2)  et  (3),  nous  trouvons  72  pro- 
gressions aritbmétiques,  dont  la  raison  est  (^y]^,  et  dans  lesquelles  sont 
renfermées  tontes  les  valeurs  de  wcjui  satisfont  au  problème  proposé. 
Pour  les  construire,  nous  avons  d'abord  à  résoudre  l'écjuâtion  indéter- 
minée 

[a)  25.a:-„— 27r„=  I. 

On  trouve  aisément  la  solution  J"n  =  i3,  J'o  ^  12.  Or,  si  l'on  désigne 
par  a  l'un  des  six  nombres  o,  i,  5,  10,  i />,  20  et  par  [5  l'un  des  douze 
nombres  cpii  figurent  dans  la  parenthèse  de  la  formule  (3  ),  nous  devons 
résoudre  l'équation 

[b)  13X  —  •l'jy  =^  p  —  u, 

afin  de  faire  accorder  les  deux  formes  du  nombre  m  : 

TO  =  20ir  -+-  a  =  27^  -H  |3 . 

Pour  cela,  mulliplions  l'équation  [a]  par  [ft  —  a)  et  comparons  le 
résultat  avec  l'équation  {h);  nous  reconnaissons  que  cette  dernière 
équation  est  résolue  d'une  manière  générale  par  les  formules 

.-r  =  27X+  i3(j3  —  (z),      r  =  2:iX  + i2(/3  —  «); 

par  conséquent  toutes  les  solutions  de  notre  problème  sont  renfermées 
dans  la  formule 

[c)  m  =  G7..)X  +  2.") .  i3(P -- a)  H- a. 

Si   nous   voulons    obtenir  toutes   les  valeurs  positives   de  m  sans 

Joiirii.  de  Miich.  (3«  série),  toiue  VII.  —    Mabs  iS8i.  1-3 
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attribiH'i-  à  /  des  valeurs  négatives,  nous  devons  réduire  le  proihiit 
i3(|'3  —  a)  à  son  résidu  minimum  positif  suivant  le  module  27.  Pour 
simplifier  cette  réduction,  nt)us  formons  le  Tableau  des  résidus  des 
\ingt-six  premiers  multiples  de  i3,  en  écrivant  chaque  résidu  au-di's- 
sous  du  multiplicateur  correspondant  : 


I 

'2 

3 

4 

) 

G 

/ 

8 

1) 

10 

i3 

:>.(', 

I  2 

2.^ 

1 1 

24 

10 

23 

i) 

22 

1 1 

1  2 

i3 

i4 

I  j 

iC) 

17 

18 

19 

20 

S 

21 

J 

20 

(■) 

'9 

.) 

18 

1 

1 7 

■21 

'_>'_) 

23 

■A 

21 

2(i 

•5 

iC) 

'2 

I  ") 

1 

li 

Nous  obtiendrons  les  fornndes  cherchées  en  prenant  dans  ce  Ta- 
iileau  le  résidu  du  produit  i3(^  —  a)  au-dessous  du  nombre  auquel  se 
réduit  le  facteur  '{j  —  c/.  suivant  le  module  27.  Nous  partagerons  ces 
formides  en  six  groupes,  correspondant  chacun  à  l'une  des  valeurs 
de  a. 

i"   «  ;=  o  : 

|î  —  a  =  j'S  =  o,     r,     2,     3,     1,9,  10,  11,  i3,  18,  iq,  20, 
iS^S  —  (z)se;o,  i3,  2G,  12,  1  i,  9,  22,    8,     7,18,    4.17- 
I.  m  =■  G75)-  +  2")(o,  4,  7,  8,  (),  [I,  12,  i3,  17,  18,  22,  26). 


I  : 


/3  — iï?;2G,o,     I,    2,    /(,    8,  (),  10,  12,  17,  18,  19, 
i)e^  \L\,  o,  i3,  2G,  2'),  2.3,  9,  22,  21,     ■),  18,    /(. 

II.      m  =  G7)).  -1-  2")(o,  4.  N  9.  I  '.  •  '1.  i'"^.  -it.  '-i^'  ^^'  '-i"».  '-i*j) 


i3(/3 


3"  a 


i3i'S- 


22,  23,  21,  23,  o,    4,    ■),    G,    8,  i3,  14,  ij, 

16,       2,1"),       I,  o,   2"),    I  I,   2'|,   23,      7,20,      G. 


m. 


m 


G7.)X  +  2j(o,  T,  2,  G,  7,  II,  I  ),  iG,  20,  23,  24,  2j)  +  j. 
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V    a  =  lo  : 


P  —   lO-^    I-,    I(S,    I(),   ■!(),   -l-).,   ■X(\,  (),       1,        i,       (S,  (),    H), 

r}(j3  — io)i--    ■),  iH,     'i,  17,  iC),  i'|,().  ['),  I  2,  2),  (),  22. 
IV.    m  =  G7.')X  +  2')|^o,  '1,  ,■),  (),  12,  i3,  1  '|,  iC),  17,  nS,  22,  23  )  +  10. 


)'  «  =  I  ) 


« 


P  —  ijE^i2,  r>,  i'i,  I "),  17, 21, 22, 2),  2"),    5,   1,   "), 

I  -Jd?  —  i5)e^2I,       7,20,      (■),      J,      3,    iG,      2,       l,I2,2>,    il. 
\  .  //i  =  67")).  4-  2")  (l,   2,  3,  ."),  ('),   7,    II,    12,    iG,   20,    21,   2  H  -^  I  "»• 

G"   (J.  =  20  : 

[3  —    20  £^     7,      (S.  9,    10,    12,    [("),    17,    I(S,   20,   2),   2G,  <), 
l3(/3  —   20)^  lO,   23,  (),   22,   21  ,    If),       "),    iS,    17,       I,    I  '|,  (). 
VI.      /«  =  G7J>.  +  2.")(o,   1,5,9,    '^'    '  'l'    '7'    '^'    19,  2  1,   22,   23)  -+-  20. 

17.  On  peut  exclure  une  graude  partie  de.s  valeurs  de  m  renfermées 
dans  les  formides  précédentes  j)ar  la  considération  de  dixers  modules 
premiers,  en  cherchant,  non  plus  les  formes  linéaires  dans  lesquelles 
peuvent  être  renfermées  des  solutions  de  notre  problème,  mais  celles 
qui  n'en  renferment  aucune.  Nous  prendrons,  à  cet  effet,  Técpiation  fi) 
sous  la  forme  (pie  nous  lui  avons  donnée  au  n"  i  i,  et  nous  la  réduirons 
suivant  le  module  considéré,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment 
pour  les  modules  j  et  27. 

En  multipliant  l'équation  (i)  par  2  et  en  la  redui.saiit  suivant  le  mo- 
dide  7,  on  en  déduit 

f[in\  =  m^  —  m-  -+-  '\m  ==  i  —  y^   (  mod.  7), 
Or 

/(±i)  =  -i±(î-h',)  =  4.  I, 

/^±2)EÏE-i±2(l)  =  5,     l. 

D'ailleurs,  y-  ne  peut  avoir  que  l'une  des  valeurs  o,  1,2,  \  (mod   7); 
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1  — y-  ne  peut  avoir  qn<^  l'une  des  valeurs  i ,  o,  (>,  \,  ce  qui  exclut  les 
valeurs  j  et  2.  On  doit  donc  rejeter  les  valeurs  de  m  pour  lesquelles 
/{rn)  se  réduit  à  l'un  des  nombres  2  ou  >  suivant  le  module  7,  c'est-à- 
dire  toutes  les  valeurs  comprises  dans  les  lornudes 

73?+  (2,  3). 

18.  Suivant  le  module  11,  l'équation  (i)  multipliée  par  3  donne  la 
congruence 

/{m)  =  m^  -h  6m-E^  2(1  —y'). 
Or  on  a 

y-E^o,  I,  3,  4,  5,  9,     2(1  —  j-):eso,  2,  .^,  G,  3,  7  (mod.  11). 

On  doit  donc  rejeter  les  valeurs  de  m,  pour  lesquelles  le  résidu  de 
f{m),  suivant  le  module  11,  est  l'un  des  nombres  i,  4.  8,  9  et  10.  Or 

f[±i)=       G±i^  7,    5, 

/(±2)ss  2  il  Ses;  10,  5, 
f{±3)=  loztS—  4,  5, 
/(+4)^-  3±:9~  6,  10, 
/(±5)^       7±4e^   o,    3. 

On  doit  donc  exclure  les  valeurs  de  m  renfermées  dans  les  formules 

1107+  (2,  3,  7). 

19.  On  déduit  de  même  de  l'équation  (i),  multipliée  par  3  et  réduite 
suivant  le  module  i3,  que  le  nombre  m  doit  vérifier  la  congruence 

y(m)  =  6m- 4- w(m- —  2)  ^^4(7' —  i)  (mod.  i3). 

Les  résidus  quadratiques  de  i3  étant  o,  i,  3,  4.  9,  10,  12,  les  valeurs 
possibles  de  4/"  —  4  sont 

9,   lo,   12,  o,  5,  (5,  8  (mod.  i3). 
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On  doit  donc  rejeter  les  valeurs  de  m  pour  lesquelles/  m)  se  réduit 
à  l'iui  des  résidus  i,  ■?.,  3,  '\,  t,  i  i.  Or, 

/(±2)=-2lt  2.2^2,   7, 

/(±3)^     2±3(7)sio,  7, 
/(±4)=     5  +  4.1  =  9.1, 

/(±5)s-6rt:,5(_3)EZH,'ï.9, 

/(±6)=     8±G(-5)  =  /|,  12. 

Les  valeurs  exclues  sont  -  i,  ±  2,  -  3,  -4,  O,  auxquelles  eorn>s- 
pondent  respectivement  les  résidus  7,  2,  7,  7,  i  et  4.  Ainsi  aucune 
valeur  de  m  propre  à  vérifier  l'équation  (i)  n'est  renfermée  dans  la  for- 


mule 


i3a;  +  (2,  G,  9,  10,  i  r,  12). 


20.  L'équation  (i),  multipliée  par  4  et  réduite  suivant  le  modale  17, 
donne  la  congruence 

/(m)  =  6/?2--(-m(w-  — 6)ees5(j=—  i)-(mod.  17). 

Comme  5  est  non-résidu  quadratique  de  17,  les  valeurs  de  5  j-  sont  o 
et  les  non-résidus  quadratiques  de  17,  savoir  :  3,  5,  G,  7,  10,  11,  12 
et  14.  On  a,  par  conséquent, 

5y'—  5  =  12,  i5,  o,  I,  2,  5,  6,  7,  9, 

de  sorte  que  l'on  dt)it  exclure  les  valeurs  de  m  pour  lesquelles  le 
résidu  minimum  àef[m)  (mod.  17)  est  égal  àj'un  des  nombres  3,  4, 
8,  10,  II,  i3,  14,  16.  Or  on  trouve 

/(—  i)es;6-4-5  =  ii, 

/(-2)  =  7~-2(-2)  =  II, 

/(-3)^3-3(3)^ii, 

/(-5)  =  4, 
/(-7)^io. 
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On  doit  donc  rejeter  toutes  les  valeurs  de  m  renfermées  dans  les  for- 
inides 

m  ^=  i-jx  +  [n'),  la,  i'|,  i"),  iG). 

21.  Nous  prendrons  encor(>  le  module  a'î,  qui  nous  donnera  un 
grand  nondjre  de  formules  d'exclusion.  T.'équation  (i),  réduite  suivant 
ce  module,  donne  la  congruence 

f[m)  =  'im^  -f-  m'  —  am^  3y- —  '5  (mod.  23). 

(ionnne  >  est  résidu  (juadratuiue  de  2'3,  3 y-  se  réduit  à  l'un  des 
nombres  o,  t,  2,  3,  4.  6,  8,  9,  12,  i3,  i(3,  18  et  3r'-  —  3  à  l'un  des 
nond)ies  20,  21,  22,  o,  i,  3,  "i,  G,  f),  10,  i3,  i  ">.  On  doit  donc  rejeter 
les  valeiu's  de  m  qui  donnent  à  /{m)  des  valeurs  équivalentes  aux 
nombres  2,  1,  7,  8,  ii,  12,  l't.  'G,  17,  18,  iç)  suivant  le  module  23. 
Oi"  on  trouve 

/(  ±      I  )  ^^  l±     2  S^     3,22, 

/[±     2)e^  /[  ±      5^9,   22 

/(  1:    3)e^         9±:  lOi^sïip,  22, 

./(±  i)""^  I<''=F  ■):e^H,2I, 

/(rt  3)£^  ■2±  7^    9,  18. 

/(±  G)~  ï3±  l-=^l4,  12, 

/(±  7)=  3qr  1=    2,     4, 

/(±  8)e^-   5±   8=  3,  10, 

y'fdz  9);?^  I2rh  oeee;I2,  12, 
/>!  io)=3e;  8q:  i;=  9,  7, 
/{±ll)^-:         G±  I2  =  =l8,   17. 

On    doit  donc  rejeter  les  valeurs  de  m  comprises  dans  la  formule 

23a7  +  (3,  4,  G,  7,  9,  II,  12,  i3,  i4,  iG,  17,  18). 

En  réunissant  ce  résultat  à  ceux  des  numéros  précédents,  nous  ob- 
tenons ce  théorème  : 

Aucune  voleur  de  m  propre  à  vérifier  l'équation  (  i  )  îCesl  renjermée  dans 
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l'une  (les  formes  linéaires 

:*■  +  (?.,  3), 

llX  +  {2,  '3,  7), 

l'ix -{- (2,  G,  (),  10,  1  1 ,  1 2), 

173-1-  (10,  ra,  I  \,  I  -),  i()), 

2  3a.'  -1-  (3,  'i,  (■),  7,  (),  II,  I ,!,  I  3.  1  '|,  i(),  17,  18). 

22.  Au  moyen  de  ces  formules  et  d'autres  seml)lal)Ies  (|ue  l'on  ol>- 
tiendrait  de  la  même  manière  relativement  à  d'autres  modules  premiers, 
on  peut  exclure  le  plus  grand  nombre  des  termes  renrerinés  dans  les 
six  formules  du  n"  16  et  trouver  ainsi  rapidement  toutes  les  solutions 
de  l'équation  (i)  en  nombres  inférieurs  à  une  limite  assignée.  Afin  de 
ne  pas  trop  allonger  ce  IMémoire,  nous  nous  contenterons  de  clierclier 
celles  de  ces  solutions  qui  sont  inférieures  à  G7 j  et  qui  correspondent 
à  la  valeur  ).  =  o  dans  les  formules  citées. 

La  formule  I  se  réduit  à  -l'ïk,  le  nombre  k  avant  les  onze  valeurs  [\, 
5,  8,  9,  II,  12,  i3,  17,  18,  22,  2G.  On  doit  rejeter  les  termes  qui  vé- 
rifient l'une  des  congruences  4'^' ^^2,  3  (mod.  7),  k  ^^  '\,  G  (mod.  7  . 
Sont  exclues  de  ce  chef  les  valeurs  k  ~  \,  i  i ,  lî,  1 8.  Il  faut  v  joindre 
celles  qui  satisfont  à  l'une  des  congruences 

3X-EES2,  3,  7   (mod.  Il),     X-see8,  i,G  (mod.  11); 

telles  sont  les  valeurs  k  =  8,  12  et  17. 

Après  ces  exclusions,  il  ne  reste  (|ue  trois  valeurs  de  m,  savoir 

20X5,     20X9,     2')X2G,     25X22, 

dont  la  première  est  exclue  par  le  tlit'orème  du  n"  6,  puisqu'elle  est 
égale  à  une  puissance  d'un  nombi-e  premier  sans  se  réduire  à  5  ;  les 
deux  suivantes  sont  inadmissibles,  parte  qu'elles  vérifient  les  con- 
gruences 

25x9EEsi8,      2jX2Geee=G  (mod.  23); 

enfin  on  reconnaît,  par  le  calcul  direct,  que  la  dernière  valeur, 
m  =  55o,  donne  pour  n  une  valeur  irrationnelle. 
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Ainsi  la  forimile  I  ne  renicrine,  aii-dessons  de  la  limite  GyS,  aucune 
valeur  de  m  yro\wv  à  \éririer  l'équation  (i). 

25.  La  formule  II,  lorsqu'on  y  fait  X  =  o,  renferme  douze  termes, 
dont  le  premier,  i ,  est  une  solution  de  notre  problème.  Les  autres 
sont 

2)X'  +  I,       Â-  =  4,   'i,  9,   l'^,    il,    I  H,   21,  22,  2.3,   2T,  26. 

Nous  devons  supprimer  les  termes  qui  vérifient  l'une  des  con- 
gruences 

/|A-l-i^2,  3   (mod    7),     X:^s2,  4   (niotl.7); 

tels  sont  les  termes  \,  <),  18,  23  et  2).  Ajoutons-y  les  termes  /•  =  i3, 
^  ^  26,  ear  on  a 

2/)  X  i3  -1-  I  ^=7,     2')  X  26  +  I  ==  2  (mod.  1 1). 

La  considération  du   module  i3  en  exclut  deux  autres,   5   et  21,  car 
ou  a 

2.îX  )  +  issf),     2iX2i  +  iïs6  (mod.  i3). 

Il  ne  reste  ainsi  que  les  tieux  termes  2")  x  il  +  i.  2^  X  22  +  i.  Or 
le  premier  divisé  par  23  donne  pour  reste  G;  on  doit  le  rejeter.  Quant 
au  dernier,  m  =  25  x  22  +  1  =  >  ">  i ,  si  on  le  substitue  dans  l'équation 

(  I  )  »2'  +  G  w-  +  I  n«  =  3  (  «  +  I  )  (  n  +  2  ) , 

il  donne  l'équation 

/^-  +  3  «  +  2  =  .')  ■)  I .  G .  1 70  )  I , 

dont  les  racines  ne  sont  pas  ratioinielles.  On  en  déduit,  en  effet. 


2 n  =  ±  y/ 1  -h  24  .  55 1 . 1 705 1  —  3  ; 

or  le  nombre  soumis  au  signe  \J     se  réduit  à  i5  suivant  le  module  100; 
il  ne  peut  être  un  carré,  et,  par  ccnséquent,  le  nombre  n  est  irrationnel. 
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La  solution  m  -  i  est  donc  la  seule  qui  soit  renfermée  dans  la  for- 
mule 11,  au-dessous  de  G-j^>. 

24.  La  formule  111  renferme  un(>  solution  que  nous  connaissons 
déjà,  w  —  5.  Celles  qui  nous  restent  à  examiner  sont 

•2^ A  -f-  j,     /•  =  I,  2,  ('),  7,  1 1,  i5,  iG,  20,  23,  2'i,  25. 

Supprimons  d'abord  les  termes  qui  vérifient  l'une  des  congruenees 

2^-i-.5^s    3,    4.    0,7,9,11,12,13,14,16,17,18     (mod.  23), 
A;^^9.2,  II,  12,  I,  2,    3,  i5,    4.  16,  17,    6,  18; 

tels  sont  I,  2,  (3,  ii,  i5,  i(j,  24  et  2").  11  ne  reste  que  trois  termes 
A  =  7,  20,  23,  dont  les  deux  premiers  sont  exclus  par  la  considération 
du  module  i3,  car  on  a 

2,5  X  7 -{-.5e^25  X  20  +  5  EEsii     (mod.  i3j. 

Le  troisième,  23,  est  également  inadmissible,  car  en  substituant  dans 
l'équation  (  i)  la  valeur  correspondante  de  m,  23  >  23  -H  .i  —  20 .  29,  on 
obtient 

n'-  -I-  3/*  +  2  =  380  X  1 1 3297, 


2/t  =  y  i +4  •  j8o.ii3297  —  3, 

et  l'on  constate  aisément  que  la  valeur  de  n  n'est  pas  rationnelle. 

La  solution  m  =:  5  est  donc  la  seide  que  la  formule  III  puisse  nous 
donner  au-dessous  de  la  limite  G7"). 

25.   Les  termes  de  la  formule  IV  inférieurs  à  G75  sont 

2jA-+  10,     k  =  o,  4,  .j,  9,  12,  i3,  i4,  iG,  17,  18,  22,  23. 
Il  faut  en  exclure  ceux  qui  vérifient  l'une  des  congruenees 
4^  +  3eee2,3  (mod.  7),     ^•:es5,o  (mod.  7); 

Journ.  de  Math.  (3«  série),  tome  VU.  —  Mahs  iS8o.  I  4 
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tels  sont  /■  =  o,   ">,  i:>.,  i/|.  Ôii  doit  rejeter  encore  les  lei'nies(|ni  s;itis- 


lont  a  I  nne  des  eongi'uences 


3/" —  iB^?.,  3,  7   (mod.  ii),     />       i,  "i,  m     'niod.   i  il, 

savoir  t()  et   9/3.  Les   trois  termes  ],  i  i,  i"  sont  (;\eliis  parla  eonside 
lalion  (lu  nicdiile  l'i,  car  on  a 


lî^  X 'i  +  lOE^  20  X  17  +  lOE^G,      2.)  X  i')  +  10    -  10     (niod. 


I  )  . 


Kiifin  le  modnle  17  nous  oblige  à  supprimer  deux  autres  termes,  /c  =  f), 
/5-  z=  -j.j.,  car  on  a 

25  X  9+ lOE-^  i4,     25x2'2+io       [()     (mod.  17). 

Il   ne  reste  ainsi  qu'un  seul  terme,  //i -^  2')  X  iS -+-  [o=  V»"    '-"  '•' 
substituant  dans  l'éqnalion  (  [  ),  on  obtient 

rr  +  3  n  -I-  2  =  '(Go .  3  .  238 1 ç). 


2  «  ^  y/ 1  +  r  2  .  'jGo .  238 1  ()  —  3 , 

et  l'on  constate  aisément  tpie  la  valeur  de  ft   est  irr  itionnelle.  Donc  la 
fornude  IV  ne  renferme  aucune  solution  inférieiu'e  à  G7'). 

"lii.    Il  en  est  de  même  de  la  (brmide  \',  dont  les  termes  inféi'ienrs  à 
()7  ")  sont 

2^/'  4-  I  "),     /•  -■  1,2,'),  "),  G,  7,  II,  12,  iG,  20,  2  [ ,  2"). 

Su|)j)r-imons  d'abord  ceux  (pii  vérifient  l'inie  des  congruences 

2/[-— (S         3,  '\,('\     7,    (),  II,  12,  i3,  l'i,  iG,  17,  18     (mod.  2)  , 
^ESH  17,  ("),  7,  i(),  20,  21 ,  10,  22,  II,  12,     I  ,  I  3, 

savoir  les  sept  termes  /•  —  i ,  (i,  7,  11,  12,  20  et  21 .  Ajoutons-\  les  trois 
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Ici'aios  7.,  i(l,  i^'),  (|!ii  vérinciil  les  coiigrii(>nces 

a")  X  2  -t-  i.)  £s  aj  X  i()  4-  i  )  ;^  2,      2,5  X  ^?.^  4-  lo  -:^ 3  (mod.  7). 

H  lie  i-('.st(Miii(Mli'ii\  valeurs  (le  w,  :'.).3  +  i"),  2  ).  j -f- i")  ;  mais  elles 
sonl  inadmissibles,  ear,  en  les  divisant  par  i3,  on  obtient  les  restes  1  y. 
el   10  i-espectiveinent. 

27.  La  lormide  VI  présente  une  solution  eoniuie,  m  --=.  20.  Les  antres 
termes,  au-dessous  deGyj,  sont 

■2.^k  -f-  20,     X-  =  r,  j,  (),  10,  I  '1,  17,  i(S,  If),  21 ,  22,  23. 

Nous  devons  en  exclure  les  termes  qui  vérifient  quelqu'une  des  con- 
gruenccs 

—  >?-;=()+ 2,  G,     f),  10,  II,  12      (mod.  i3), 

X':^H  ),  I,  11,  10,     9,     8  ; 

tels  sont  les  neuf  termes  I,  5,  f),  10,  \'\,  18,  21,  22,  28.  Le  terme /■=:  17 
est  exclu  par  la  considération  du  module  k),  car  on  a 

2.5.17-1-20^^8     (mod.  19); 

or,  si  l'on  substitue  m  ^^8  (mod.  19)  dans  l'équation  (i),  on  obtient 

3(/2  4- i)(«-!- 2)e^i5      (mod.  19), 
4(n  -)-  i)(«  +  2)  4-  I  =  (2«  H-  3)-^H2, 

ce  qui  est  imj)Ossible,  puiscjue  2  est  non-résidu  quadratique  de  19. 

Il  ne  reste  ainsi  qu'un  seul  terme,  k  =  19;  mais  il  est  également  inad- 
missible, parce  que,  si  l'on  divise  par  23  la  valeur  correspondante  tle  r>/. 
savoir  2,5  X  194-  20,  on  trouve  le  reste  i  2.  Donc,  parmi  les  solutions 
que  peut  renfermer  la  formule  Vf,  la  solution  m^  20  est  la  seule  qui 
soit  inférieure  à  670. 
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Nous  pouvons  réunir  les  résultats  obtenus  dans  la  coiicliisioii  sui- 
vant<'  : 

Si,  outre  les  surfaces  du  pi  entier,  du  cinquième  cl  du  vingtième  degré,  il 
cil  existe  d'autres  que  Con  puisse  rendre  osculatrices  en  des  points  arbi- 
traires d'une  sur/ace  donnée,  leur  degré  est  supérieur  à  (i'ji  et  l'ordre  de 
leur  contact  est  supérieur  à  l'^onn. 


i 


11.    itES.VL.    —    coiiunr;   roolant  sir    link   droiti:.  kx) 


Sur  les  propriétés  (/'//ne  /■oz/rbe  (j///  ro/zle  s//r  ///ic  droite. 
NOTE  DL  RÉ[)ACTELU. 


M.  Catalan,  dans  une  Lettre  datée  du  17  mars,  me  fait  remaïqiicr 
fju'il  aurait  dû  être  cité  dans  ma  Note  S/ir  les  propiiélès  d'/ine  courbe 
cjiiiroi/le  sur  une  droite,  insérée  au  Tome  VI  de  ce  Recueil.  Il  a  en  effet 
publié,  en  i8jG,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathcmatiqi/i's,  une 
Note  Sur  la  théorie  des  roulettes,  dont  j'ignorais  l'existence,  et  ilans  la- 
quelle il  a  développé  le  premier  ime  idée  bien  connue  de  Sturm,  f[u"il 
n'a  d'ailleurs  pas  cité.  La  priorité  est  donc  acquise  à  J\L  Catalan. 
Qu'il  me  soit  permis  d'ajouter,  toutefois,  que  nos  deux  méthodes 
n'ont  entre  elles  aucun  rap|)ort,  que  nos  formules  générales  n'ont  pas 
la  même  forme  et  que  nos  exemples  sont  différents. 

A  cette  occasion,  je  ferai  remarquer  que  la  question  que  j'ai  traitée 
comme  application  au  n°  4  de  ma  Note  avait  été  résolue  directement  et 
bien  antérieurement  par  M.  Bonnet,  qui  s'était  opposé  à  ce  que  jefi>ise 
à  ce  sujet  une  rectification  spéciale  dans  le  Journal. 

Resat,. 
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l)iLfrvs.si(in    sur    les    séries; 


Par  m.   Emilk  WEST. 


Il  nous  a  élé  fait  quelques  observations  au  sujet  ilune  méthode  de 
Wronski  dont  nous  avons  commencé  l'exposition;  elles  se  résument 
en  ceci  : 

Pounjuoi  n'avoir  j>as  donné  la  démonstration  de  la  formule  (3)  ? 

Que  \eut  dire  :  transformation  d'une  série  divergente  en  série  con- 


vergente? 


Nous  devons  donner  d'abord  des  explications  à  cet  égard.  Ou  a  loii- 
jours  reproché  à  Wronski,  avec  raison,  de  n'avoir  jamais  donné 
d'exemples  pour  éclaircir  et  même  prouver  par  des  faits  la  réalité  des 
découvertes  qu'il  avait  annoncées.  Pénétré  de  cette  idée,  nous  nous 
sommes  proposé  de  présenter  d'al)ord  un  des  résultats  les  plus  impor- 
tMuts,  celui  de  la  résolution  onde  l'intégration  d'équations  (|uelc(iii(nies; 
nous  laissons  provisoirement  de  côté  tout  ce  qui  se  rattache  trop  par- 
ticulièrement aux  questions  de  principe  ou  de  théorie,  nous  réservant 
de  reprendre  ces  questions,  qui  forment  notre  ])rincipal  travail,  des 
(pie  nous  aurons  présenté  quelques  exemples  d'intégration. 

La  démonstration  de  la  formule  (3)  exige  la  connaissance  de  la  théorie 
des  séries  de  Wronski,  théorie  que  nous  ex|îoscrons  plus  lard.  Nous 
ne  pouvions  donc,  sans  faire  une  digression  cpii  nous  eût  écarté  de 
notre  véritable  sujet,  donner  la  démonstralioii  de  la  formule (3).  Nous 
avons  pensé  que,  la  formule  (2)  étant  connue  depuis  longtemps,  il 
suffisait  pour  l'instant  de  la  présenter,  ainsi  que  la  formule  f3),  e:i  indi- 
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(jiKiut  bien  que  la  quantité  n^,  considérée  jusqu'à  ])résent  comme  un 
nombre  arbitraire,  doit  encore  être  prise  comme  une  fonction  arbi- 
traire, d'est  là  le  point  essentiel,  que  nous  demandons  au  lecteur  de 
\ouloirbien  admettre  provisoirement. 

l'our  ce  qui  concerne  la  deuxième  observation,  nous  aurions  dû 
e.\pliquer  le  sens  dans  lequel  nous  employons  l'expression  de  transfor- 
Tuation  de  série  divergente  en  série  convergente  ;  mais  cela  nous  eût 
encore  fait  retomber  sur  la  théorie  des  séries.  Sans  entrer  dans  les 
détails  et  en  nous  tenant  pour  l'instant  aux  exemples,  voici  ce  que 
nous  tlii'ons  : 

Il  existe  des  transformations  de  séries  connues  depuis  fort  longtemps. 
M.  Bertrand  dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel  (p.  255),  dit,  à 
propos  d'une  fornude  de  transft)rniation  due  à  Eider  :  «  La  transfor- 
mation d'une  série  divergente,  lors  même  qu'elle  doiuie  naissance  à 
une  série  convergente,  doit  être  considérée  comme  insignifiante,  à 
moins  (pi'une  nouvelle  démonstration  ne  vienne  lui  donner  un  sens; 
cette  démonstration  peut  quelquefois  être  faite,  parce  que  la  série 
transformée  et  la  série  primitive,  étant  démontrées  égales  lorsque 
toutes  deux  sont  convergentes,  foiu'uissent  deux  développements  de  la 
même  fonction.  S'il  arrive  ensuite  c[ue  l'une  tl'elles  devienne  divergente 
pour  une  certaine  hypothèse,  l'autre,  demeurant  convergente,  repré- 
sentera encore  la  fonction,  justifiant  en  aj^parence  ceux  qui  préten- 
draient cjue  l'autre  série  la  rej)résente  encore  après  être  devenue 
divergente,  et  qui  se  trouveraient  dans  le  vrai  pour  avoir  commis  la 
double  erreur  d'accepter  une  transformation  qui  n'est  plus  légitime  et 
nue  série  qui,  étant  divergente,  ne  représente  plus  rien.  »  M.  Bertrand 
considère  ensuite,  à  titre  d'exemple,  la  série  qui  donne  /(i  —  2x). 
JNous  reprendrons  tout  à  l'heure  l'exemple  de  séries  logarithmiques. 

Ainsi  il  est  connu  que  l'on  peut  transformer  des  séries  divergentes 
en  séries  convergentes,  pourvu  que  l'on  prenne  certaines  précautions, 
et  (piand  les  développements  sont  ceux  d'une  même  fonction. 

Cx'tte  citation  suffirait,  il  nous  semble,  poiu'  justifier  ce  que  nous 
avons  dit,  d'autant  plus  c[ue  nous  n'avons  parlé  que  de  séries  pro\e- 
nant  de  développements  de  fondions. 

Four  ce  qui  concerne  Wronski,  il  faut  observer  qu'il  n'envisage  abso- 
liunent  que  les  séries  définies  de  cette  manière;  quant  aux  séries  qui 


nir.RKssioN   SUR   i,i:s  suniis. 


ne  se  pn-sciitcnl  pas  immédiatcniciit  coniinc  développcmciils  tic  fonc- 
tions, par  exemple  les  séries  rniniéri(pies,  il  les  i-anièiie  an  cas  précé- 
dent, soit  d'après  les  conditions  mêmes  de  la  cpiestion,  (|iiand  cela  est 
possible,  soit  pai-  une  sni)position  purement  arbitraire^.  Lue  série  (piel- 
eonque  étant  alors  su|)posée  remplir  une  première  condition  reconrnie 
nécessaire,  il  est  permis  de  chereber  un  antre  développement  de  la 
(onction  que  représente  la  série.  Or  la  substitution  d'une  série  à  une 
autre  est  généralement  possible,  car  Wronski  démontre,  c'est  là  encore 
ini  point  es-sentiel,  cju'un  développement  ne  peut  représenter  à  la  (ois 
deux  fonctions  différentes;  il  en  résulte  que  deux  développements  d  une 
même  fonction,  sans  même  considérer  leur  état  de  convergence  ou  de 
divergence,  sont  bien  équivalents.  Cette  équivalence  peut  se  traduire 
par  certaines  relations  entre  les  termes  correspondants,  lesquelles  ne 
sont  autres  que  les  formules  de  transformation. 

Pour  la  transformation  des  séries  numéricjues,  les  diverses  supposi- 
tions que  l'on  peut  faire,  d'après  Wronski,  dans  la  recherche  de  la 
fonction  hypothétique,  conduiront  cpielquefois  à  un  résultat  unique, 
et  quelquefois  à  des  résultats  différents,  comme  on  peut  le  prévoir; 
nous  en  donnerons  bientôt  un  exemple. 

On  peut  dire  j)ar  abréviation  qn'iuie  série,  convergente  ou  non,  a 
généralement  luie  valeur,  qui  est  celle  île  la  fonction  (pi'elle  re|)résente, 
tandis  que,  eu  laissant  au  mot  somme  son  sens  ordinaire,  la  somme  d'une 
série  ne  se  dira  que  d'une  série  convergente. 

Revenons  à  la  définition  des  séries.  I^a  manière  dont  Wronski  les 
envisage  permet  d'éviter  les  difficidtés  cjue  l'on  rencontre  ordinaire- 
ment dans  l'usage  de  cet  algorithme,  et  ensuite  de  pouvoir,  comme 
conséquence  éminemment  praticjue,  substituer  en  général  à  ini  dévelop- 
pement quelconque  donné  un  développement  plus  convergent. 

Examinons  donc  ce  qui  caractérise,  d'une  part,  la  définition  ordi- 
naire des  séries  et,  d'autre  part,  (elle  de  Wronski. 

On  donne  habituellement  la  définition  suivante  : 

Une  série  est  une  suite  illimitée  de  termes  formés  d'après  une  loi 
déterminée;  elle  est  com<ergenle  quand  la  somme  d'un  nombre  de 
termes  de  plus  en  ])lus  grand,  pris  dans  l'ordre  même  de  la  série,  tend 
vers  une  limite  déterminée.  Une  série  est  divergente  (piand  cette  con- 
dition n'est  pas  remplie. 

Journ,  de  }/ath.  {'.i^  série),  tome  Vil.  —  vVvRu.  i8Si.  I^ 
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Cette  tléfinition  est  insultisantc,  car  elle  ne  rcniplil  pas  les  coiidilious 
que  toute  définition  doit  remplir;  elle  u'apprend  rien  sur  la  pro|)riété 
fondainenlale  des  séries,  ou,  si  l'on  veut,  sur  l'origine  même  des  séries; 
elle  n'impliipie  à  proprement  parler  (\n\\ne  ivglede  formation  des  séries. 
Aussi  n'est-il  ordinairement  donné  que  des  règles  de  convergence,  et  les 
propriétés  générales  (pie  l'on  connaît  sont  déduites  de  principes  étran- 
gers à  la  définilit)n  précédente  des  séries. 

La  défniition  de  Wronski  est  au  contraire  une  véritable  définition; 
elle  contient  en  elle-même  le  principe  fondamental  des  séries,  celui 
de  re|5résenter  une  fonction;  par  suite,  cv,  géomètre  déduit  de  ce  seid 
|)rincipe  leurs  propriétés  générales,  celles  qui  sont  relatives  à  leur  con- 
vergence et  à  leur  transformation. 

Nous  devons  tl'ahotddire  (juelques  mois  sur  les  développements  des 
fonctions  considérés  dans  toute  leur  généralité,  et  nous  prévenons 
expressément  que  nous  ne  doinions  ce  cpii  suit  (ju'à  seul  titre  d'indica- 
tion. Les  propositions  que  nous  allons  énoncer  sont  loin  d'être  évi- 
dentes; nous  y  reviendrons  plus  tard;  en  attendant,  on  pourra  con- 
sulter la  seconde  Section  de  la  Technie. 

Wronski  considère  deux  sortes  de  développements  des  fonctions.  Le 
premier  offre  une  généralité  telle,  que  les  séries  proprement  dites  n'en 
forment  plus  (pi'iui  cas  particidier,  comme  on  va  le  voir. 

Ce  premier  dévelopjjement  est 

(a)  V[x)  =  A„  + A,Q,(a:)  -t- A2fi2(.a;)  -i- A.jD3(.r)  -h  ...  ; 

F(.i-)  est  la  fonction  donnée,  et  ii,(.r;,  Ll.^ix),  ...  sont  des  fonctions 
généralement  arbitraires.  Pour  effectuer  leur  détermination  il  faut 
avoir  é;;ard  aux  conditions  du  prohlénie,  mais  celles-ci  sont  insufli- 
s.intcs;  il  faut  alors  recoui'ir  à  d'autres  conditions  qui  dépendent  du 
hut  en  \  ue  duquel  la  (piestion  est  traitée. 

A,,,  A,,  .\., .  ...  sont  des  coefficients  c[ui  déj)endent  des  fonctions 
su.sdites.  Il  suit  <le  la  une  conséquence  importante  :  une  fonction  com- 
porte en  général  un  nondjre  indéfini  de  formes  différentes,  autrement 
dit  de  dévelo|)pements  différents. 

Les  relations  cpii  existent  entre  les  coefficients  Ao ,  A , ,  A,,  . . .  et  les 
fonctions   F,  iî,,  0_.,  ...   constituent  ce  que   Wronski  appelle   la   loi 
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suprême;  les  détcrniiri.ilioiis  des  roiiclioiis  ii,,  il.,,  11,,  ...  les  mieux 
appropriées  à  la  iialmc  (!<■  la  rpiestioii  eoustiliieiil  la  nulliode 
suprême. 

D'après  le  même  t;é()iiié(i'e,  les  (léM'l()j)pemeiits  en  séries  ne  sont  (pic 
(les  cas  partieiiliers  du  développement  précédent  («);  si  F(.r)  est  la 
ibnetiou  à  dé\clopper,  en  elTeetuant  les  opérations  suivantes 

F(.r)=.  A„  +  F,(j"), 
,  F,(a:)  =  9.(a^)[A,+F,(.r)], 
^  F,(.r)  =  9,(a-)[A,  +  F3(^)], 


ainsi  de  suite  indéfmiment,  on  obtient  le  déveloj)pement  cpie  \\  ronski 
appelle  série  générale  : 

(V)  F(j:-)  =  A„+A,<j3,(a')  +  A2'f,(a:)'j2(j;')  +  A.,w^{x)(},.,{x)'^,{a-)-]' .... 

A„,  A,,  A,,  A3,  ...  sont  des  eonstantes,  et'p|(a-'),  o.,{x).,  ^■^{.r),  ... 
des  fonctions  arbitraires  de  la  variable  .r,  qui  néanmoins  doivent  satis- 
faire à  la  eondition  que  les  rapports 

(^)  hM      M:£l),     M±},     ... 

fU'^')  f2(-f)  <?3("C) 

ne  soient  pas  infinis  pour  les  valeurs  qui  annulent  les  fondions  y,  {x), 
Oi{x),  ....  Les  fonctions  F,  (a;-),  Fo(a'),  ...  déterminées  par  les  fone- 
tionsF(a')  et  9,(0;),  (p2{-i')-,  ■•■  sont  d'ailleurs  éliminées.  Si  l'on  s'arrête 
dans  la  série  [y]  après  le  ternie  A3  9,(0;:)  çio(.r)  ©.,  (a.-),  par  e.xeniple, 
la  quantité  complémentaire  est 

et  la  partie  essentielle  de  ce  reste,  Fg(a7),  est  une  fonction  qui  dépend 
nécessairement  de  F(.r)  ;  ainsi  la  considération  de  la  fonction  F.  (a  ]  n'est 
d'aucune  utilité  au  point  de  vue  théorique,  puisqu'en  cherchant  à 
l'évaluer  on  ne  peut  que  retomber  sur  la  c^uestion  même. 
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T.es  relations  qui  existent  ei\trc  les  cocKlcieiits  A  et  les  fonctions  F 
et  '£>  constituent  la  loi  des  scn'cs  ;  ainsi  qu'on  le  verra  plus  lard,  ces  coef- 
ficients contiennent  les  différences  ou  les  différentielles  de  tous  les 
ordres  des  fonctions  F  et  ^f',  P'"'  suite,  la  série,  étant  supposée  rei)ré- 
senter  la  (onction  î"():),  doit  contenir  les  différences  ou  les  différen- 
tielles de  tous  les  ordres  de  la  fonction  proposée;  c'est  ])our  cette 
raison  que  l'on  ne  |)eut  substituer  à  une  série  qui  contient  un  nombre 
indéfini  de  termes  un  nombre  fini  de  termes  accompagnés  d'une  quan- 
tité complémentaire,  autrement  dit  un  polynôme  algébrique  suivi 
d'une  autre  fonction. 

Far  là  même  que  les  termes  d'ime  série  sont  des  fonctions  détermi- 
nées des  dérivées  des  fonctions  F  et  y,  on  ne  peut  en  principe  changer 
l'ordre  des  termes  de  la  série  sans  la  modifier  entièrement  ;  il  est  évi- 
dent que  cette  remarque  s'étend  aussi  aux  séries  numériques. 

Sous  la  forme  donnée  (y),  les  coefficients  Ao,  A,,  Ao,  .  .  .  deviennent 
indéterminés  quand  les  fonctions  f,,  cpo,  ^3,  ...  deviennent  idenliques; 
c'est  pourquoi  Wronski  substitue  à  (y)  la  forme  suivante,  qui  n'offre  pas 
(et  inconvénient  : 


,,.  \  F(a?)  =Ao-f-A,9(.r,,'/,è,  ...)  +  Ao,î)(a;,rt,/7  ...  r^'"'?-- 

^^^  (  _   -+-A,,'f{x,n,b,  ...j^':^.'. P. ■■■+... 

Nous  employons  ici  la  notation  des  J'acuhés  algorithmiques,  qui  sont 
définies  par  la  relation 


(0' 


=  f[jc-,a,  h,  . .  .;  9(.r  +  'ç,,a  +  c/.,  />  +  fi,  . . .') 
X  ':)  {x  -h  -iq,  a  -h  ne/.,  b  -h  2  fi,  .  .  .)  .  . 
>i  f  [x  -h  { n  —  1  ]'^,  n  -h  { /i  —  i,oc,l)  -hi'i  -  i)fi,  ..  .]. 


H  ne  reste  plus  qu'une  fonction  arbitraire  f,  que  Wronski  nomme 
inesiue  de  la  série,  mais  il  entre  dans  cette  fonction  un  nombre  indé- 
fini de  paramétres  arbitraires  a,  h,  . . .,  ainsi  c[ue  leurs  accroissements 
y-,  fi,  .  ■ . 

Maintenant  considérons  le  cas  particulier  tlans  lequel  les  paramètres 
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restent  conslaiits  : 

(Ç)  F^(^)  =  A„4-A,  f{x:]  -|- i,  yf.r)-'' -f- A3  y(j;r"'  +  .  .  ., 

(ît  iiièine  (('liii-ci 

(vj)  ]''(x')  =  Ao  +A|  fp(.v)  +  A.'s(x)-  +  \.,'p{xY  +  ..  ., 

dans  lequel  raccroisseincnt  fini  ;  (Icxieiil  indcfiniinenl  pclil  r/r. 

Quand  la  série  conlienl  des  facultés  algoritlmiiques,  la  loi  de  la  série 
contient  les  différences  des  fonctions  F  et  ©;  quand  les  facultés  se 
réduisent  à  de  simples  puissances,  connue  pom'  la  série  (r,),  les  diffé- 
rences deviennent  des  différentielles. 

Il  ne  faut  pas  confondre  le  dévelojipenient  c<  avec  la  série  (v), 
comme  Lacroix  avait  cru  |)Oin()ir  le  faire;  la  série  (y)  est  un  cas  parti- 
culiei-  du  développement  (a). 

Le  principe  de  la  convergence  des  séries  de  Wronski  dérive  de 
leur  définition;  ce  principe  s'exprime  algébriquement  par  la  condition 
que  les  rapports  (c?)  tendent  vers  des  quatitités  constantes. 

Seconde  conséquence  importante  :  la  fonction  Ffa-)  se  trouve  complè- 
tement déterminée  paç  l'ensendile  des  coefficients  du  développement, 
car  aucune  autre  fonction,  dans  le  procédé  indiqué,  ne  saurait  donner 
la  même  suite  de  coefficients  et  la  même  loi  de  leur  génération.  Ainsi, 
quel  que  soit  l'état  de  convergence  ou  de  divergence  de  la  série,  la  loi 
lies  coefficients  donne  la  détermination  rigoureuse  de  la  série,  sans 
addition  d'aucune  quantité  complémentaire. 

Wronsld  résume  ce  qui  précède  dans  la  proposition  suivante  : 

Les  séries  prises  dans  leur  généralité  comme  convergentes  ou  non  con- 
{•ergentes  ont  par  elles-mêmes,  dans  le  nombre  indéjini  de  leurs  termes, 
et  sans  le  secours  d'aucune  quantité  complémentaire,  une  signification 
[valeur)  déterminée. 

Wronski  ajoute  cjue  la  démonstration  mathématique  de  cette  propo- 
sition se  réduit  à  montrer  cjue  l'on  peut  généralement  substituer  une 
série  convergente  à  une  série  divergente. 


ii8 
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Si  IVii  coiisKlrrc  maiiitciiaiit  uik-  st'ric"  miiiu'iiqne,  l'Ilc  [)i-()\itMit  ou 
(riiiii'  s(  rio  contenant  une  varialjle  (ou  plusieurs)  à  laquelle  ou  donne 
une  valeur  ])articiilière,  ou  bien  elle  est  foi-mée  tlireetemeut  par  tmc 
suite  de  nombres  tlonnés  par  iuk^  certaine  loi. 

Dans  ce  ileruier  cas,  si  la  S(''rie  est  divergente,  cest-à-dirc- si  l'on  ne 
peut  lane  la  soniinalion  des  termes,  il  n'y  a  rien  à  en  tirer  sans  une 
supposition  particulière  Si  l'on  admet  alors  qu'une  telle  suite  puisse 
provenir  d'une  série  contenant  inie  variable,  il  se  j)résente  la  question 
de  reclierclier  cpielle  est  la  fonction  cpTclle  peut  représenter;  il  y  a 
«puîlqiielois  utilité  à  le  faire;  on  peut  alors,  d'après  l'in  potliè^e, 
!-ul)stiluer  à  une  série  numérique  une  autre  qui  lui  sei'a  équivalente. 

11  nous  reste  donc  à  examiner  comment  on  peut  passer  d'une  série 
à  une  autre  écjuivalente.  Soit  tlonnée  la  série 

(5)  F{a-)^%„  +  Z\,J;a-)  +  XJ\.rf^'^+%,/{x-f'-  +  .... 

\Vronski  trouve  qiu'  dans  la  série  jiar  livpotbèse  équivalente 

la  fonction  arbitraire  91  a:- j  peut  se  ramener  ;i  quatre  types  différents, 
qu'il  wommv  scf/einas  de  convergence.  Le  plus  usuel  est  de  la  forme 

.r                a                         n       /'./■  -—  a\ 
ou      b 

n  +  .f       n  -H  a  ii  -^  a  \/i  -H  j-  1 

H  et  n  étant  des  constantes  arbitraires.  Prenons  pour  exemple  le  cas  le 
plus  simple,  celui  où  la  série  (5)  se  réduit  à  la  série  de  Taylor,  savoir 

[i]      F(jr)  =vt„+5t, (a?  —  n) -1-^2(^7— rt)- +513(3:  — «)•'+..    ; 


1,1  série  équi\alente  sera,  en  faisant  '^[x]  = 


(0'        F(,r)  =A„  +  A,^-^  +A.,(^^^^=^  )■+ A,  {-^-^  ) 


nir.ni'.ssioN  sur   lics  skiiies.  ii<) 

les  relations  eiitnî  les  coefficients  %  et  A.  seront 

5l,(«4-rt)  ~  A,, 
Jto(tt +  (•;)'=  Ao  — A,, 
^,{n  +  cif  =  A3—  2A2  + A,. 


{[j.—  \)  (IJ.~  9.)  i  ;j.  —  3  )    . 

Il  peut  être  utile  de  connaître  directement  le  coefficient  général  de 
la  seconde  série  (i)  :  on  a,  d'après  la  première  [t]' 

cv • rMPVo 

''^^  ~~    ■.■^.:i...;j.       t/al'-     ' 
puis,  en  résolvant  le  système  des  équations  [t)", 

I    A^,  =  [n  -t-  a)  m,  +  î^  (/^  +  a)^^, 
f  + -^ p^ [n^aY  %.,+... 

La  série  de  Taylor  (<)  pouvant  en  général  représenter  toute  fonction, 
Wronski  énonce  encore  la  proposition  suivante  : 

Toute  fonction  algorithmique  F  [x]  peut,  avec  une  mesure  généralement 
FINIE  (.r —  a),  être  engendrée  moyennant  une  série  convergente. 

Revenons  aux  séries  formées  par  une  suite  de  nombres  arbitraires  : 
soit 

(a)  ^„  +  2t,-h5l,  +  ... 

une  pareille  série;  nous  avons  dit  que  nous  supposions  une  série  |)ro- 
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prenient  tlitc,dont  la  valour  générale  corres])()iulc  à  une  fonction  livpo- 
ihéliqne  F(.r),  par  exemple  la  série  formant  le  second  membre  (;le(j); 
il  faut  observer  que  la  supposition  ne  saurait  avoir  lieu  effectivement 
(pTautant  (|u'il  existe  une  autre  fonction  (p{cc)  qui  puisse  donner  réelle- 
ment inie  suite  A„-h  A,  +  A2  +  ...  correspondant  à  mie  série  conver- 
gente telle  que  le  second  membre  de  (j)'.  Si  cela  n'a  pas  lieu,  les 
(piantités  A  seront  ou  infinies  ou  indéterminées,  ou  bien  elles  pourront 
donncM'  lieu  à  des  absurdités.  D'où  cette  proposition  : 

Une  série  ().  ),  formée  arbitraircmenl  ('y,  /l'a //as  toujours  une  valeur 
'générale  ^[^v]  correspondant  à  lotîtes  tes  valeurs  de  la  variable  x. 

VVronslvi  donne  lui  exemple  d'une  série  telle  que  (X),  dont  les  termes 
sont  formés  d'après  une  loi  cpii  n'admet  pas  inie  série  générale  de 
la  forme  (0);  cela  suffit  pour  prouver  la  dernière  proposition. 

Premier  exemple.  —  Pour  bien  faire  comprendre  ce  que  nous  xcuons 
de  dire,  prenons  un  exemple  coiuiu,  le  développement  du  logarithme 
natm-el  de  j  ,  ou 


iv-) 


(x  —  i)  —  -{x  —  t)-  -f-  ]^[x 


dette  série  n'est  convergente  qu'entre  o  et  2;  mais,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit,  elle  représentera  dans  tous  les  cas  la  fonction  L(or), 
j)arce  qu'aucune  autre  fonction  ne  peut  donner  le  même  développe- 
ment. Quand  cette  série  est  divergente,  elle  ne  peut  être  évidemment 
d'aucune  utilité  pour  calculer  un  logarithme  :  c'est  dans  ce  cas  cpie  les 
formules  (i  )"  ou  (/)  permettent  d'y  substitucn-  immédiatement  une  série 
convergente;  on  a,  d'après  (z).  en  comparant  la  série  (p.)  à  la  série  (r) 
et  faisant  h  =  r , 


Ao=o,     A,  =  2,      A2  =  o, 


ce  c|ui  donne  poiu'  la  série  [i] 


A,^2y 


A.. 


A, 


2  -, 

o 


(pY 


i(7 


>  \  .'•  -H  I 


(')  l-oiinéc  urbilniireincnt  sitiiiilie  :  lorinée  d'après  une  loi  aiMliaiii'. 
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série  l)ieii  coiimic  (jui  est  ronvci'i^x^iitf  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives (le  X. 

Pour  les  vahnus  négatives  de  x,  la  série  proposée  et  cette  dernière 
sont  divergentes;  les  formules  (x),  telles  que  nous  venons  de  les  appli- 
cpier,  ne  pourraient  conduire  à  des  séries  convergentes,  parce  que  le 
logaritlime  d'un  nombre  négatif,  étant  imaginaire,  ne  pourrait  être 
donné  par  une  série  dont  la  valeur  serait  réelle  ;  il  faudrait,  pourohtenir 
un  résultat,  introduire  des  quantités  imaginaires,  lesquelles  donneraient 
lieu  à  deux  séries  convergentes  A  et  B,  permettant  de  former  la  quan- 
tité cherchée  A+  lîy  II7.  Nous  allons  examiner  cette  transformation 
sur  un  autre  exemple. 

I>a  série  proposée  (jj.),  pour  a;'  =  o,  donne  la  série  harmonique 


1  r         I  I 

2  3  i  o 


dont  la  somme  des  termes  entre  parenthèses  est  plus  grande  que  toute 
quantité  donnée;  la  série  (17.)'  conduit  à  un  résultat  pareil.  Or  cette 
quantité  infinie  est  bien  à  la  fois  la  somme  de  la  série  et  la  valeiu-  de 
L(o)  ;  on  ne  peut  donc  pas  dire  que  la  série  harmonique  soit  ici  diver- 
gente, ou  bien,  si  l'on  dit  que  cette  série  est  divergente,  il  faut  recon- 
naître que  cette  divergence  n'est  pas  de  même  nature  que  celle  de  la 
série  qui  donne,  par  exemple,  le  logarithme  de  1 1 , 


10 ■  lo-  -1-  ,  ■  ro'  —  7  •  10'  -h 
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puisque  cette  série  ne  peut  donner  par  elle-même  la  valeur  ilu  loga 
rithme.  La  série  numérique  (v),  en  vertu  de  sa  liaison  avec  la  fonclioi 
L,r,  est  équivalente  à  la  série  convergente 


&■ 
I 


2 


ro 


12         3.1728         5.248832 


donnée  par  la  série  (jx)'. 

Second  exemple.  —  Pour  second  exemple  prenons  la  série  provenant 
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du  développement  de  [i  —  2jc)-. 


, j,  I    I      2        11.3,        I   1 .3.5     ^ 

^^'  2    1  3    I  . 2  4    I  .  2 . 3 


Pour  j:  ^  I ,  la  valeur  de  la  fonction  (i  —  2x)-  est  \'  —  i  ;  de  plus,  la 
série  est  divergente,  elle  devient 

,    ,  I    I         I   1.3         I    1.3.5 


Comparons  cette  série  à  la  série  (j);  en  faisant  a  =  o,  les  coeffi- 
cients .seront  JV„,  Jl,,  %„,  ...;  puis  su]>stituons-y  la  série  (t)'.  Pour 
cela  ])osons, 

et,  observant  que 

X  2j;(2,r-)-y  —  i) 

I     ~        4j7^-t-  I 

2   ^ 

la  nouvelle  série  sera 


^^'  "        '         4-^+1  (4j;  -Hi)^ 


On  trouverait  pour  les  coefficients 


A„=r,     A,  =  ^-v-x,     A2=  -(i -4-4v'- '). 


-^3  ==  :7ï  (4  +  7  V  -  I  ))     A ,  =  -  (43  +  4<>  v  -  '  ), 


-^5  =  -,  («8  +  39  V  -  1  ),      Ae  =  ^  (î6i  -^  1 2  V  -  I  ), 
A:  =  ;;V.  fi88—  89V  —  i)>      Ah=  -^  (-  2445  -+-  io4ov  —  i), 
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cl  ainsi  de  suilc",  la  sùvw.  [za)  devient 


[ZS) 


I  -t- = -(-  — — 

5  ?..  a-' 

2.5' 


ou,  en  effectuant  les  ealeuls, 

I     i3     69     1261    4943    54845    1687955 
'  ^  5  ~  2752  ~  art 2  —  2^5*  "~  âtrs»  ~  ^*75^  "*   2^5»"  "^  ' 

^    i     , /2    16    58    752    2126   10080   IQ2QO   273440     \ 

'  '  \.'J  2.5^  2.5'  2'.D*  2^.0'  2'.5''  2*.D'  2'.  5'  / 

Ces  deux  séries  sont  très  peu  convergentes;  elles  oscillent,  la  pre- 
mière autoiu'  de  zéro,  et  la  seconde  autour  de  runité,  en  tendant 
respectivement  versées  valeurs.  Wronski  donne  les  valeurs  suivantes: 

ti  4  ?■       ; 

l-'our  2  termes +  y   +  -  \/  —  i, 

3  I)      4-  A  +  -  V^  —  I , 

i3       7 

,  5        20    / 

4  »     ^1 1 \'  —  1 1 


^      "     -"75- ('+75)^'-^' 


12         »        -H  -,-  +  (  1+  —    )  v/  —  I  , 
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Troisième  exemple.  —  Considérons  pour  dernier  exemple  la  série 
;?)  I  -  r+  1  -  1  •■(-  I  -  j  +  ...; 


1 1[\ 


K.    wnsT. 


(uhncttons  qn'olli"  provioniio  du  dévoloppemciit  de 


1  —  X  -h  .%■''  —  .r'  4-  .r ''  —  x'  4- . 


pour  la  valeur  x  ^=  i .  En  comparant  cette  série  [o]  à  [i),  on  pourra, 
au  niovcn  des  formules  {■/.),  v  sul)stituer  la  série  équivalente  (t)',  dont 
les  coefficients  sont  ici 

A(,  =  1 ,     A,  =  —  n,     A^  =  n'-  —  /i, 
A3  =  —  n^  +  2ti-  —  n,     iA^  =  n'  —  3«'  -f-  3«-  —  n.  . .  .; 


par  suite  on  a  la  série  transformée 


[ij]'     1  —  n h  ri(n  —  i)  ; — '■ 


nin—  i)-  — 


xf 


série  évidemment  convergente  pour  x^  i,  quelle  que  soit  la  valeur 
positive  et  finie  de  n,  et  dont  la  valeur  est  -  : 


(P)' 


ou 


n  (n  —  I )         /;  ( /(  —  i  )'-         11  {  n  —  i )' 


« -i-  I  (/i-hi)'^  (n -\-  \f  (/(  -t-  i)* 


ou  enfin 


1  - 

/;  —  [ 

h 

it  +  1 

/.-,- 

\'        (""'" 

)'-•] 

V"-.. 

1          ',«-*-'. 

/( 

/.4-,^ 
V    a  II 

)  =  ;• 

Il  +  1 

Si  /2  =  r ,  la  série  (  ff  )'  se  réduit  à 


Faisons   maintenant   une    seconde    hvpolhèse  sur   l'origine   de    la 
série  (p);    on  peut  admettre  qu'elle  provienne  du  développement  de 


-ha;  -h  X' 
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;)  c'est-à-dire  de  la  série 


9     _    ^10 


(t)  l  —  X  -{-  x^  ~  jc*  -h  x'^  —  ■x''  -i-  X^  —  X 

Il  est  évident  que  pour  ^  =  i  la  série  s'identifie  avec  la  série  (p),  tandis 
que  la  fonction  dont  la  série;  (t)  est  le  développement  prend  la    valeur 

^  différente  de  celle  qui  précède;  de  même,  si  l'on  considérait  ledéve- 
loppement  de ^ — ;>  c'est-à-dire 

(ijs)  I  —  x^ -i- x^  —  x^ -\- x''  —  .r'+J?*  — ..., 

qui  se  réduit  également  à  la  série  {p)  quand  x  =  i ,  on  aurait  encore  une 
valeur  différente  ^;  quant  aux  formules  de  transformation,  elles  don- 
neraient respectivement,  en  faisant  /i  =  i , 


^    '  1-J-.Z-         \i-i-a-J  \i-hJ-J 


XI  \\  -\-  X 


X 


W     '-7 


X      \'-  /       -l'       \  I       X       X"  /       X       \°  IX 


H- 


l  +  Xj  \l  +  X 

séries  convergentes  pour  a-  =  i  ;  elles  donnent,  en  effet, 


I 

2 

I                I                 1                 1 

;-)--  +  -T  +  -=  — 

'2               1               2^             2 

2» 

I 

I ; 

2- 

I                 I                1                 I 

I 

L'exemple  des  séries  [a),  (t)  et  (îp),  donnant  pour  x  =  i  la  niènir 
suite  (p)  avec  des  valeurs  différentes,  est  dû  à  Poisson  [Journal  de. 
VÉcole  Polytechnique,  t.  XII,  p.  428).  Wronski  donne  la  transforma- 
tion de  la  série  [a]  en  [g)'  et  celle  de  la  série  logarithmique  (jui  con- 
duit à  la  série  bien  connue  [iJ.)'.  Il  donne  encore  l'exemple  suivant  I.a 
série 

(;()  i-f-i  — I— i-f-i-!-i— r  — i-H... 


o7 
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peut  dériver  de 

(ij;)  l  -h  JC  —  x'-  —  x'^  -+-  x"  -i-X^  —  x^  —  x' 

ou  lie 

(m)  l  -h  X —  x^  —  x'^  -\-  x^  -h  x'  —  x^  —  x"^  +  .  .  .. 

Ces    deux   séries  proviennent  respectivement  du  développement  de 

- — ^  et  de  celui  de  ^j  expressions  dont  les  valeurs  sont  l'unité 

pour  X  =^  1.  Les  séries  (ij>)  et  (w)  donnent  pour  transformées,  en  fai- 
sant «  —  I , 


m 


(")' 


I  -f 2  —  4  

■r      \  5  /       r      \  ' 


-9    7 


\  -\-  j:  I  \  I  -h  a' 


X     V_^^/     X 


séries  convergentes  pour  x  ^  1  ;  elles  se  réduisent  en  effet  à  l'unilé, 
I         I         1        I         I  I  1  I  I 

I  I  3         3^        3^ 

H h-- r : r 

■2  2-  2*  2"  2-' 

Nous  pensons  que  ces  exemples  très  simples  suffiront  pour  montrer 
la  possibilité  de  substituer  une  série  convergente  à  une  série  diver- 
gente, ou  de  transformer  les  séries,  suivant  l'expression  de  Wronski. 
Ces  exemples  montrent  aussi  comment  on  peut  évaluer  des  séries  numé- 
riques eu  les  rapportant  à  une  série  générale  hypothétique. 

En  terminant  ce  court  exposé,  nous  ferons  observer  que  les  formules 
(x)  que  nous  avons  données,  se  rapportant  aux  deux  séries  (j)  et  (j)', 
ne  sont  pas  les  plus  générales  que  l'on  puisse  admettre;  elles  peuvent 
se  trouver  en  défaut  dans  certains  cas;  il  faut  alors  recourir  à  d'autres 
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formules  ou  iiirme  essayer  les  autres  schéinas  de  convergence,  parmi 
lesquels,  suivant  Wronski,  on  en  trouvera  loiijours  un  (|ui  réponde  à 
la  question  jiroposée. 

Ajoutons  encore  que  les  deux  (piantités  arbitraires  «et  n  (jue  renlernie 
la  série  (i)' permettent  d'augmenter  dans  certaines  limites  la  conver- 
gence du  développement  de  la  fonction  ¥{x);  ainsi,  en  laissant  à  a  la 
valeur  i  et  en  faisant  n^o,  on  ol^tient  pour  le  logarithme  de  2  un  dé- 
veloppement moins  convergent  que  le  développement  (p.)',  où  n  r=  i .  Il 
est  bien  entendu  qu'il  ne  faut  pas  ici  considérer  le  même  nombre  de 
termes,  mais  il  faut  prendre,  dans  chaque  série,  tous  les  termes  qui 

précèdent  ceux  d'une  même  puissance  de '-,  à  laquelle  on  s'arrête. 

Parmi  tous  les  développements  d'une  même  fonction,  il  en  existe  un 
qui  possède  le  maximum  de  convergence  ;  ce  développement  peut 
même  quelquefois  être  limité.  Ainsi,  au  moyen  de  la  série  (t)',  nous  ob- 
tenons un  nombre  infini  de  développements  de  la  fonction  L(x);  mais, 
comme  on  le  sait,  on  en  trouverait  encore  d'autres;  l'expression  (<z) 
permet  d'obtenir  tous  ceux  que  l'on  désire.  Par  exemple,  si  l'on  com- 
pare (j)'  et  (a),  on  a 

Les  fonctions  Q,  étant  toutes  arljitraires,  nous  pouvons  admettre  que 
la  première  quantité  n  qui  entre  dans  la  première  fonction  12,  soit  diffé- 
rente des  autres  quantités,  désignées  aussi  par  n,  qui  entrent  dans  les 
fonctions  îîo,  D3,  ...;  nous  distinguerons  la  première  quantité  n  par 
l'indice  i.  Cette  quantité  n,,  complètement  arbitraire,  peut  être  gé- 
néralement une  fonction  de  x;  en  la  déterminant  par  la  condition  que 
il,{x)  représente  le  mieux  possible  la  fonction  F(j?),  la  série  complé- 
mentaire aura  relativement  une  valeur  minima. 

D'après  cela,  il  faut  satisfaire  à  la  relation 

dn,{.v)fP¥{x)-d-i},{x)dF{œ)^o, 
ce  qui  donne 

(n,  -h  x)- — -^, h  2  — ^  ~  o. 

Ici  les  coefficients  de  la  série  complémentaire  diffèrent  de  ceux  de  la 
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série  [t)'.  On  trouverait 


(f(^)  = 

=  F(«)+.2        I      [X      a)    ^_^,         ^ 

L                ^  ^/- . 

eu  faisant 

'  '"'(,«+ a-;  '  -■'l,«-Hxj  '     ' 

Ur  —  a] 


(«|3j      I  (  L  da     \) 

"•"      ,   —[i  ,211     — |X-I   -T-       ^31,      --(i_2  ...-r-\  I)  ,^.-211     ^ 

En  prenant  n  =^  a,  le  iléveloppement  du  logaritlime  de  ,v  devient 

I   T  /    \        T  /   \        (.r  +  f/)(.r  —  «) 
JL(a;)  =  L(«)+^ ^^^^^ 

Pour  l'instant,  nous  ne  pouvons  donner  plus  de  détails  sur  ce  sujet, 
qui  se  trouve  traité  dans  le  Tome  I  de  la  Re/orme  ou  à  la  fin  du  troi- 
sième Voliune  de  V Encyclopédie  de  Monlferrier. 

Nous  pensons  que  cette  digression  suffit  provisoirement  pour  ré- 
pondre aux  observations  cpie  nous  avons  reçues  et  dont  nous  nous 
sommes  efforcé  de  tenir  compte.  Le  sujet  que  nous  traitons  offre  des 
difficultés  toutes  particulières,  et  nous  n'ignorons  pas  que  la  tâche  est 
difficile;  nous  sommes  persuadé,  en  l'entreprenant,  que  nous  contri- 
buerons à  faire  connaître  des  résultats  d'une  haute  importance  et  d'un 
intérêt  immédiat;  aussi  demanderons-nous  toute  lindulgence  du  lec- 
teiu".  Nous  accueillerons  avec  reconnaissance  les  observations  que 
l'on  \  oudra  bien  nous  transmettre,  s'il  nous  arrivait  encore  d'employer, 
par  suite  de  quelque  inadvertance,  des  expressions  dont  la  signification 
ne  j)araitrait  pas  suffisamment  précise,  ou  même  des  expressions  in- 
correctes. 
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Reckerchcs  sur   r Èlectrodyiiamicjiic; 


IViu  31.  II.  RESAL. 


1.  Élève  (le  la  pi-einicre  ilixisioii  de  l'École  PoIn  le(liMif|iie  en  i<^'i|). 
les  leçons  de  Physique  de  Bravais  avaient  déterminé  en  moi  une  véri- 
table passion  pour  la  théorie  de  l'Électrodynamique.  C'est  ainsi  que 
j'ai  été  conduit  à  chercher  s'il  ne  serait  pas  ])ossible  d'apporl(M" 
quelques  simplifications  dans  les  calculs  assez  longs  et  pénibles  d'Am- 
père, l'illustre  fondateur  de  cette  théorie,  développée  plus  tard  ])ar 
plusieurs  savants,  parmi  lesquels  Savarv  et  DemonFerrand  figiu'ent  en 
première  ligne.  Mes  reclierches  ont  abouti  dans  certaines  limites  et 
font  l'objet  de  celte  Note;  elles  ont  été  adoptées  en  partie  par  Bravais 
dans  son  cours  de  18.10,  puis  publiées  plus  tard,  ou  phitùt  enterrées, 
par  extrait,  dans  les  Mémoires  de  la  Société  d'émidalion  du  Doiibs  (  1 854  ). 
J'ose  espérer  que  celte  exhumation  sera  accuedlie  avec  faveur  par 
quelques-uns  de  nos  lecteurs.  J'ai  apporté  d'ailleurs,  dans  cette  nou- 
velle rédaction,  de  notables  perfectionnements. 

2.  Pj-emiers  faits  sur  lesquels  s'appuie  l'hypothèse  d' Ampère.  —  L'ex- 
|iérience  nous  apprend  que  : 

1°  L'action  d'un  coiu-ant  rectiligne  peut,  en  toute  circonstance, 
être  substituée  à  celle  d'un  courant  sinueux  dont  la  forme  en  diffère 
très  peu  et  dont  f  intensité  est  la  même. 

2°  L'attraction  ou  la  répulsion  mutuelle  de  deux  courants  agissant 
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riiii  SIM'  l'autre  so  Iraiisloiuic,  par  un  cliaii^c^niciit  de  sens  dans  1  un 
d'eux,  en  répulsion  ou  en  atlraelion. 

i"  Deux  courants  rectiiignes  parallèles  s'attirent  ou  se  re])oussent 
selon  (ju'ils  sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraires. 

."».  Cousc(jiienc('.  —  11  résulte  du  ])remit'r  de  ces  laits  (pie,  .V(  I  on 
considère  an  couifirit  de  fonne  quelconque  comme  étant  composé  d'élé- 
ments rectiiignes.  on  peut  substituer  à  cliacun  de  ces  éléments  un  ensemble 
de  couru nts  de  même  intensité,  et  dont  il  est  la  somme  gèométnque . 

On  voit,  d'après  ce  principe,  cpje  l'on  arrivera  à  déterminer  l'aclion 
l'éeiprofpie  tle  deux  courants  de  forme  quelconque  lorscjue  l'on  con- 
naiii-a  la  loi  suivant  la<pu  Ile  s'exerce  l'action  mutuelle  de  deux  élé- 
ments de  courant. 

Pour  arriver  à  la  connaissance  de  cette  loi  élémentaire,  nous  admet- 
trons (pie  l'action  ci-dessus  s'exerce  suivant  la  droite  qui  Joint  les  extré- 
mités des  deu.r  cléments  par  lesquelles  les  courants  arrivent  ('  ). 

Du  second  des  faits  ci-dessus  énoncés  on  déduit  qu  un  élément  de 
courant  ab  n'exerce  aucune  action  sur  un  autre  élément  de  courant  a'  b' 
situé  dans  un  plan  mené  normalement  à  l'extrémité  a  du  premier,  par 
laquelle  arrive  le  courant.  En  effet,  si,  par  exemple,  il  y  avait  une  attrac- 
tion dirigée  suivant  au' ,  en  faisant  subir  au  plan  aa' b' ,  entraînant  avec 
lui  a' b' ,  une  demi-révolution  autour  de  ab,  l'action  mutuelle  resterait 
toujours  une  attraction,  tandis  que  l'élément  a'  b'  prendrait,  par  rapport 
à  ab,  une  position  inverse  de  celle  qu'il  avait  d'abord  :  or,  d'après  l'ob- 
servation, l'attraction  ilevrait  se  transformer  en  répulsion,  ce  cpii  e.st 
absurde. 

i'.   Action  rraituelle  de  deux  éléments  de  courants.  —  Soient  [fi g.  i) 

ab=^ds,  a' h' :=  ds'  deux  éléments  de  courants  dont  les  intensités  res- 
pectives sont  i  et  i'  ; 

r=  aa'  la  droite  qui  joint  les  extrémités  de  ces  éléments  par  lescjuelles 
arrivent  les  courants; 


(')  Ampère  aclnifltiill  f|iie  celle  dioile  jujynail  les  iiiiIi<mi\  i\r>  ileii\  l'Iénienls 
en  présenre.  I.ii  rlillV'ieiu'e  eiilre  le-^  (1«mi\  conventions  repose  sur  une  sniilililé  à 
la(pielle  II  w  \   a   |iii-.  lien  ilc  s'nnèler. 
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«,  a'  les  angles  loniiés  pai'  ((b,  a' h'  avec  aa'  vl  a'a\ 

0  l'angle  diéclrc  delenniiié  |)ar  les  deux  plans  baa' ,  b'a' a. 

Nous  pouvons  sidjslitucr  à  l'élénuMit  fis  ses  deux  eomposantes 
dscosa,  dirigée  suivant  an',  et  c^.vsina,  dirigée  normalement  à  eette 
direction.  Nous  pouvons  de  même  sul)sliluer  à  ds'  deux  composanles. 
l'une,  cA'cosa',  dirigée  suixanl  a'a,  el  l'autre,  f/.s'sina',  perpendicu- 
laire à  la  première. 

L'élément  (A'sina'se  décompose  en  deux  autres,  l'un,  c/i'sina  cos^, 
parallèle  à  û?i- si  n  a,  et  l'autre,  rfi'sin  a' sin&,  perpendiculaire  au  plana'a^. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  à  la  fin  i\u  n".!,  (^/.v' sina' siii  0  n'exerce 
aucune  action  sur  cis  sin«,  dsco^a,  et  par  suite  .sur  ds. 

L'action  de  l'élément  ds'  sincf.'  cos S   sur  ds  se  réduit  à   celle   qu'il 


Fi".    I. 


ds'&in  a'  sin  0 


exerce  sur  l'élément  ds sina.,  cpii  lui  est  parallèle.  Nous  supposerons 
que  cette  action  est  proportionnelle  au  produit  des  deux  éléments  et 
des  intensités  des  courants,  et  en  raison  inverse  d'une  certaine  puis- 
sance n  de  la  distance  /•,  de  sorte  que  nous  pourrons  la  i'(îj)résenter 
par 

,     ,                                                     ...  r/srfs'  sin  a  sin  a'  cos  0 
«  Il     -7. 


Nous  conviendrons  déconsidérer  cette  même  action  comme  positive 
si  c'est  une  attraction  ou  si  rA' sina'cos5  et  ds  sin  a  sont  trasersés  dans 
le  même  sens  par  les  courants;  le  signe  du  produit  sina  sina'cos5  fera 
d'ailleurs  connaître  s'il  s'agit  d'une  attraction  ou  d'iuie  répulsion. 

Il  nous  reste  maintenant  à  tenir  compte  de  l'action  de  ds' coi^u'  sur 
dsrosc/..  Nous  admettrons,  connue  ci-dessus,  que  cette  action  est  |)ro- 
portionnelle  au  produit  de  ces  éléments  par  ii'  et  varie  en  raison  inverse 
de  /■";  si  nous  désignons  par  X:  le  rapport,  supposé  constant,  entre  les 
actions  île  ileux  éléments  en  ligne  droite  de  sens  contraires  et  de  deux 
éléments  parallèles  de  même  sens,  toutes  choses  égales  d'ailltMU's,  nous 


l?>9.  If       Tirs  M 

aurons,  pour  l'adion  dont  il  saisit. 


if>) 


kii'ds  ds'  cosa  cosa' 


L'aciion  totale  <lc  ds'  sur  ds  on   la  somme  (h's  expressions  [a]  et  [b) 
sera  ainsi  re])resentée  par 


ic) 


il  //s  ds' 


JjCS  ii\|)otheses  siu"  lesquelles  i-epose  cette  toianule  ne  peu\('ut 
recevoir  leur  justification  que  par  la  concordance  entre  les  résultats 
auxquels  elle  conduit  et  cews.  <jue  l'on  déduit  de  l'exjiérience  dans 
tous  les  cas  (|ui  peuNcul  se  présenter. 

ii.  Déternundlion  de  la  constaiili'  n .  —  Ampère  a  obtenu  la  valeur  de 
cette  conslanle  en  |)ailant  de  ce  fait  (|u'//«  coitrani  recliligne  p'  q,  assez 
lona; iioiir  ijii'on  puisse  le  considérer  comme  infini,  exerce  sur  un  courant 
rcclilignc  fini  i>(j(jui  lui  est  parallèle  une  action  qui  l'urie  en  raison  imcrsc 
de  la  distance  des  deux  courants,  action  cpii  e,-.t  cl  adleurs  attractive  ou 
répulsive  selon  cjue  les  courants  sont  ou  non  de  même  seiis. 

Admellons  [Jig.  'i]  que  pq  se  rciluise  à  un  éléiutMit  rtZ»  =  ds.  Soient 

Fig.  2. 


l=^i)a   la  distance  de  a  à  p' q' ;  a' //   ~  ds'  ini   élément  de  p' q' .    Nous 


iii;riii:iirHi;s  sck   r.'icLF.r.Tison^^AMiQi  i:.  t  Vi 

axons  0  =:  (),  cl  en  ce  ([iii  ('oiucriic  oh  et  a' W , 


haa!  —  «,      ^'«'a  =  a'  —  1 80"  —  «,      r  =  ««'  =    .—  1 

sin  a 


.9'  =  Ort'  =  / rot  «.      r/.v'  3=  ™  -t^ 


L'attraction,  si  l'on  admet  ([uc  les  deux  courants  soient  de  mènie 
sens,  de  p' q'  sur  a/>  sera  évid(>nunent  dirigée  suivant  r/(),  el  la  ior- 
niule  \c)  donne,  pour  la  composante  suivant  celte  dernière  direction 
de  l'attraction  produite  par  a!h\ 

il'  ds    ....,,        j         .,  .    .,     . 

—  j^^—ç-  sui     -a(—  /■  vos- a  -+-  snra  1, 

d'où,  jiour  l'action  totale  exercée  par/^'^'  sur  ab. 


—. — |-  I     sur    - u.[ — yrsin-a  +  sni-a  jcto. 


Ce  résultat,  comparé  à  celui  de  l'expérience,  conduit  à  poser  «  =  2, 
et  la  formule  (c)  devient  ainsi 

ie)  - — --^-(^cosacosa'-t- sinacosa'cosÔ). 


6.  Détermination  de  la  constante  k.  —  On  déduit  de  l'expérience  ipie 
l'action  d'un  conrani  fermé  sur  un  courant  en  arc  de  cercle  est  normale 
à  cet  arc  en  son  milieu,  et,  comme  conséquence,  que  l'action  d'un  cou- 
rant fermé  sur  un  élément  de  courant  est  normale  à  cet  élément. 

Soient  [jig-    ") ) 

alb'  ^^  ds'  un  élément  du  courant  terme  ; 

ah  =  ds  l'élément  sur  lequel  agit  ce  courant  : 

//,  la  projection  de  h'  sur  a' a. 
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Conservons  d  lullcm's  les  nolalions  qui  précèdent. 

En   vertu    de    la   formule   (ci,    la    composante   de  l'action    exercée 

Kig.  3. 


a  ,  - 


a 


par  a' b'  sur  i'clément  ab,  estimée  sui\ant  cet  élément,  a  pour  expres- 
sion 


/{'  ils  ds' 


Or  on  a 


k  cosacosic'-i-  siuK  sina'  cosôj  cosa. 

, ,        n'  h'.               cit- 
as   = -,    = 7  ) 


et  l'expression  ci -dessus  devient 

( /)  h'  (h (  /■  cos- a d  -  —  sin a  cos «  tang a'  cos 0  -^\- 


dr  , 


L'angle  trièdre  forme   par   les  directions   des  droites  aa' ,  ah',   ab 
donne 

{ g)  cos bab'  =^  cosbaa'  cosb'aa'  +  s'iwbau  s'inb'aa' co!>6. 


(  )r  on  a 


bab' 


a  -T-  (• 


/a.     cosbah'  =  cos  a  +  d  coac/., 


b'aa 


7__  iyh\ 


tanga', 


cl  la  f'ornudc    g}  se  réduit  à  la  sni\ aille 
dcnscc  ~ 


dr 


—  sni(Z  tanga  cos 7. 


ni  (  m  r,r,ii  I  s   sim!    i.'i;i,i:cTiii)i)Y\  \  mi(,)iii;.  i35 

l'ji  a\;iiil  ci^ai'd  à  celle  i-clalioii,  l'cxprossiou  [f]  devient 

//'  ds  (  /■  (.os-  y.d  -  +  —  d  cos"  u  1 . 

Si  l'on  intègre  celte  ex|)ressi()ii  cl  le  premier  ternie  par  parties,  on 
lron\e.  ponr  nn  courant  (|iielcon(pi(>  lernié  on  non, 

/  /  ,  ■  ■/    7       /'  .  /   '  I  \    t'  'f  TON-  y.  ^ . 

[h)  Il  ds    -cos-a-f-(; AJ   /    ;  -hconslC 

C.etle  intégrale  iloil  être  nulle,  en  partant  d'iin  point  d'ini  courant 
fermé  pour  revenir  au  même  point,  quelle  rjne  soit  la  forme  du  coucanL 
ou  la  relation  qui  doit  exister  entre  /■  et  a.  Or,  le  premier  terme 
donnant  un  résultat  nul,  il  faut,  ponr  que  le  second  terme  s'annule, 
que  l'on  ail 

2 

et  alors  l'expression  (c)  se  réduit  à  la  suivante; 

(ij  T, —  ( h  sui a sni a  cos 7  ) . 


Remarque.  —  La  valeur  positive  obtenue  pour  /•  sigiiitie  que  l'action 
mutuelle  de  deux  éléments  de  courants  en  liçrue  droite  est  une  attrac- 
tion  ou  inie  répulsion,  selon  que  les  deux  couraïus  sont  de  sens  con- 
traire ou  de  même  sens. 

7 .  Noiwelle  expression  de  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  de  courants 
—  Considérons  un  courant  quelconque  non  fermé,  auquel  la  formule  (A) 

est  applicable.  En  faisant   dans  cette  formule  k=  -,  on  obtient  ponr 

la  composante  suivant  ds  de  l'action  exercée  par  le  courant  sur  cet 
élément 

II'  fis 

cos-a  4-  (>. 

Si  le  coin-ant  se  réduit  à  un  élément  ds' ,  cette  composante  se  réduit 


i36 
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Il      ,      ,  (■(l^-a 

—  as  a 


Enfui  l'adioii    lolalc  <lr  <ls'  sur  ^/^  sui\;inl    la  (liicction  de  r  w  pour 
expression 

ii'     (Is      ,  co.s-  2 


8.  Action  d'un  courant  fermé  sur  un  élèmenl  de  courant.  —  Prenons 
pour  orii^inc   des  coordonnées  [Jig.  \  )  l'extrémité  a  du  courant  élé- 

Fig.  ,1. 


nicntaire  ah  -  ds,  p;ir  iacjuelle  anive  le  ct)urant,  cl  pour  axe  des  z  la 
tlirection  de  ab.  Nous  rappellerons  que  l'action  résultaute  exercée  par 
le  courant  ferme  sur  ah  est  située  tians  le  plan  ■ray 

La  composante  suivant  rt.r  de  l'action  exercée  par  un  élément  a'è'de 
ce  courant  sur  ds  est,  d'après  le  numéro  précédent, 


Il  ds  -^  ^-     ,  cos-a 

cosa  ax  a 

2  cosa  /■ 


En  intégrant  pai'  parties  il  \ieiit,  pour  la  j)rojeclion  sur  «.r,  de  la  ré- 
sultante cherchée, 

II' ds  I                     -^  ^           I   cos-a  .  j  cosa'a.2'  \ 
\  cosa  cosrt  «.r- ~    / a ) 

2         \  J  ''  COSSt       / 


iiicin.liCiiKs  sur,   L'i:Li.CTiioi)Vi\.\AiiQiii:.  i  i'] 


ou  sini|)l('iiu'nl 


.,  c/.y     /    cos-oi    ,  cos«'«J' 

i   -  / a . 

■).  ,1        r  cosa 


puisque  le  courant  est  fermé. 

Soient  (f  l'angle  (ornié  pai'  r/rt'avee  sa  projection  aa\  sur  le  plan  xaz; 

<]/    langle  a\cix.   Les  angles  trièdres    reelangles    déterniiiies    par  iiz, 
an',  aa\  et  par  aa\,  aa' ,  ax  donnent 

cos«  =  cosy  sini|, 

,,^ — \ 
cosa'a.-r  ;=  cosy  costJ>, 

et  l'expression  [i)  se  réduit  à  la  suivante, 

(3)  h'^a;., 

en  posant 

(4)  /^'^^^^  =  a;.. 

Cette  intégrale  représente  la  somme  des  aires  élémentaires  du  cône 
déterminé  par  le  sommet  a  et  par  le  courant  fermé,  projetées  sur  le 
plan  zax  el  divisées  par  7-'. 

Si  l'on  porte  à  partir  du  point  «,  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  ce 
point  à  l'aire  élémentaire  aa'b' ,  luie  longueiu"  jiroportionnelle  à  cette 
aire  divisée  par  le  cube  delà  distance  /",  et  si  A'  désigne  la  somme  géo- 
métrique de  toutes  les  longueui's  semblables,  A',,  ne  sera  autre  chose 
que  la  projection  de  A'  sur  ay. 

En  désignant  par  A',  la  projection  de  A'  sur  «.r,  on  trouve,  de  la 
même  manière  que  ci-tlessus,  pour  la  composante  de  l'action  cherchée 
suivant  ay, 

(3')  i>,<hX, 

On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  le  problème  proposé  se  ramène 

Jour  II.  de  Mtuh.  (3''  série),  tome  VII.  --  Aviui.   1881.  '^ 
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a  ilctcriuinci'  A'  en  i^i'aiidciii'  cl  en  diicftioi),  en  clioisissaiil  comeiia- 
blemeiit  trois  axes  r(>ctani;iilain>s  ;(|iii  (liKércrniit  généralement  des 
précédents),  île  manière  à  ramener  les  ealenls  à  lenr  plus  grande  sim- 
plicité 

î).  Action  sur  an  élément  de  courant  d'un  courant  circulaire  dont  le 
rayon  est  très  petit  par  rapport  à  la  distance  du  centre  à  l'élément  consi- 
déré. 

Le  prol)lémo  dont  il  s'agit  se  réduit,  ainsi  que  nous  venons  de  le 
dire,  à  déterminer  les  projections  de  A'  sur  trois  axes  rectangulaires 
passant  par  l'extrémité  a  de  l'élément  ds. 

Nous  prendrons  le  [)lan  .vaz  parallèle  à  celui  ilu  courant  circuhiire, 
et  nous  ferons  passer  le  plan  yaa^  par  le  centre  c  de  la  cireonférenee.  Il 
est  évident  rpie  l'on  a 

Al  =  o. 

Soient 

(■',  m'  les  pi-()j(^ctions  sur    le  plan  a:az  de  c  et  d'un  point  quelconque 
m  de  la  circonférence  ; 

Fig.  5. 


c",  m"  les  projections  dé  c  et  m  sur  le  plan  yas  ; 

n  l'intersection  de  ce"  avec  la  circonférence,  et  n  sa  projection  sur  ax; 


Hi:('iii:i!rMr:s   stiu    i.'icr.r  cthodynam  i(^n:i:.  i  3f) 

^■-,         ,---,, 
(0  l'angle  ncrn  =^  n'crrî  ; 

Il  la  hauteur  ce'  ; 

p'  le  rayon  de  la  circoiirérencc»; 

/  la  distance  ac'  ; 

u  ■-=  \jl'-  +  Ir  la  distanee  ac. 

Nous  admettrons  ([ne  le  coiu'ant  lircidaire  aille  de  la  droite  vers  la 
gauche,  sens  qui  sera  aussi  pour  nous  celui  des  aires  en  [irojeclion  sur 
les  plans  coordonnés,  comme  au  numéro  précédent. 

Nous  avons 

(y)  k\  —  -~Jam  cl ixin- a n' m' ,      A',  —  j  am  (li\'n\'ani"c". 

Or 

airert«'/?i' --=  aiream'r'   -  aire/('m'c'=;  -(/sinfj  —  p'w). 


an-ertw  c 
d'où 


j     III     !■  ,       ,    Mil  (.) 

h ^=.110  , 


i  d.  iùvea/i'm'  =  -  (/cosw  —  p')d'», 
(k)  }  '' 

cl .  ;nveam  c  =  —  cosoj  c/r,). 

Nous  avons  en   outre,  en  néaligeant  les  puissances  de  -f'  -  suné- 

*-    ^  '  Il    II       ^ 

rieures  à  la  première, 

1  am   —  (a/n'  +  /r  )      =  (  |o'-  -t-  /-  +  /r'  —  y.  lo'  cos  w  j"  ^ 
[  ^  [[J-  -\-  ir  —  2 /p'  cos oj  )  -  ^^  ir-^  {\  -\-  '- — Ç  cos  c» 

En  faisant  les  substitutions  [k)  et  (/)  dans  les  formules  (j),  puis  inté- 
grant entre  les  limites  w  ==  o  et  co  =  27:,  en  remarquant  que  /-  =:  ir  —  /i-, 
on  trouve 

I    \  '  ■^?''  /  •'  '''  \  "?'"  /  ■'/'" 


:>.  Il' 


3         ,„    /// 

A  ,,  =  -  -|S  •  —  • 
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Soient  A,,  l;i  |)i-()joclinii  de  A'  sur  une  droite  quelconque  oe;  7,  5  les 
;uii^les  (]ue  ioi me  celle  droite  a\cc  dx  et  av.  Nous  avons 

A,',  =  A',  cosy  -4-  A'j  cosc?  ^  —  ^  [coso  —  3/i(7cosy  -f-  //  coso)], 

ou,  (>n  désignant  pai'  />  la  distance  du   centre  c  au  plan  mené  en  a 
nornialenient  à  ca>. 


(o: 


]/>/> 


A„  = ~    coso '-— 


(orniide  dans  laquelle  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  cpie  à  est  l'angle  cjue 
fornie  ava\ec  l'axe  du  courant  circulaire. 

10.  Aclion  d' un  solénoidc  sur  un  élément  de  courant.  —  Nous  rap- 
pellerons rpTun  soléiioïde  peut  être  considéré  conim'e  étant  un  système 
de  courants  circulaires  identiques  dim  très  petit  rayon,  très  peu 
espacés,  normaux  ;i  une  courbe  directrice,  quelle  qu'elle  soit  d'ailleurs, 
et  qui  est  le  lieu  d(>  leurs  centres 

Soient  [Jig.  (>). 
X,  y,  z  les  coordonnées  d  lui  point  u  de  la  courbe  direcirice  rapportée 

Fig.  6. 


à  trois  axes  retangulaires  ayant  a  pour  origine,  l'axe  az  étant,  comme 

au  n"  8,  dirigé  suivant  c//>; 
da  lare  élémentaire  de  cette  combe  ; 
aX  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  a  sur  la  tangente  MT  en  M. 


nKciiKiiciiis  suiî   i,'i':M-,r,Ti!or)YN,\-\rioiiE.  i4i 

Considérons  le  conraiiL  circulaire  donl  le  centre  est  M. 

Si  nous  faisons   coïnc^ider  l'axe  av  du    numéro  précédent  avec  av. 


nous  aurons 


cos  c?  =  '^ ,     p  ---^  y,     h  —  a  coiTMO  =  n  ' . 
et  par  sin'te 


K-=- 

fr/r 
[ch 

i  V  du 
"  1^  di 

ou  encore 

[m) 

K=- 

on  a  de  même 

■J.dn       II' 


'm')  A',=  ^r/^3 


D'après  !(>  n"  8,  nous  aurons  ainsi,  pour  les  composantes  suivant  a j: 
et  ay  de  l'action  du  courant  circulaire  considéré, 

(n)  —  ii'  ds  '-^  d  s  -, 

^  a  di     u^ 

{ n'  )  li'  ds  -V  d  ~  ■ 

^       '  2(2(7        u^ 

Soient 

g'  la  distance  constante  de  deux  courants  cu'culaires  consécutifs  ; 
P',  P,  les  extrémités  de  la  courlie  directrice  ou  les  pôles  du  solénoïde  ; 
x' ,  y,  a'  et  .v\,y\,  u\  les  valeurs  de  ■r,Y,  u  qui  se  rapportent  respecti- 
vement à  ces  deux  points.  Nous  mesurerons  g  à  partir  de  P'. 

Le  nombre  des  courants  circulaires  dont  les  centres  sont  situés  sur  <j 

est  —  et  sur  de 

g 

ip)  f     (■)■ 

(')  Cette  manière  de  procéder  laisse  sans  doute  à  désirer  lorsque  g'  n'est  pas 
infiniment  petit;  mais,  lorsqu'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  fera  tomber  toutes  les  ob- 
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l'osons 

(7)  P-=^7tr' 


constante  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  du  solénoïde. 

En  nuiltipliant  par  la  valeui'  (/;)  les  expi'esslons  [n)  et  («'),  nous  ob- 
tiendrons, pour  les  composantes  de  l'action  exercée  sur  cls  parles  cou- 
rants circulaires  correspondant  à  da, 

l  — iJ.' i d  ■  .^     suivant  ax, 
(        a' i  d -7,     suivant   av. 

En  intégr'ant  ces  expressions  entre  les  limites  qui  se  rapportent  aux 
points  P'i  et  P',  nous  aurons,  pour  les  composantes  suivant  ax  et  ay 
de  l'action  cherchée, 


\dx=,f.{^~i;^)ds, 


On  voit  ainsi  que  cette  action  ne  dépend  que  des  positions  relatives 
des  pôles  par  rap[)oi'l  à  ds,  vt  non  de  la  forme  de  la  courbe  directrice. 
Ou  peut  même  considérer  chacun  ch^s  pôles  comme  exerçant  siu'  ds  une 
action  spéciale,  soit  par  exemple,  |30ur  le  pôle  P', 

l  dx'  =  ij:t^^-^ds, 

I    dX'  :=  —    U.'  l   -y,   ds. 

\  '  Il   ^ 

jeclions  en  cdiisidéianl  (h,  non  comme  une  ilillérenlielle,  mais  comme  uneJongueur 
assez  petite  pour  que  Ion  puisse  en  néi;liger  les  puissances  supérieures  à  la  pre- 
mière, et  assez  grande  cependant  pour  cojnprendie  un  reilain  )iomhre  de  cou- 
rants circulaires. 

Comment,  d'iiilliMirs.  |i(iuirail-on  coiiijncndic  (piiin  parallélépipède  élémen- 
laire  pût  lenrennci-  une  critaine  «piaiitité  de  niatiéie  nécessairement  discon- 
tinue, si  l'on  admettait  ([ue  ses  dimensions  lussent  nulles,  au  lieu  de  les  consi- 
dérer comme  très  petites,  quoique  supérieures  aux  intervalles  intermoléculaires. 


i!i;(:iti  nciirs   siiii    i,  i  i.i.c  i  iîodvn  \  i\iioi;i:.  i  ]  > 

i  )ii  (!r,liiil  (le  l.i 

d\'  _        œ' 
fl\'  ~         y" 

ce   qui   signifie  que  chaque  pôle,  exerce  sur  iélémenl  de  courant   une 
action  normale  au  plan  nienè par  l'èlèmeat  et  le  pôle. 

Si  nous  faisons  |)ass('i-  le  plan  r.Oy  par  ah  el  f,  raclioii  exercée  par 
le  pôle  considéré,  (|nc  nous  repi'e.iMileronspar  dW ,  se  réduira  à  r/X',  et 
nous  aurons 

'       Il  ■' 

Si  r,  désigne  l'angle  formé  par  ah  avi;c  «',  on  a 

y'=r  ?/'siny]. 

et,  en  supprimant  l'accent  de  u  devenu  inutile,  la  lornude  précédente 
devient 


(lo)  dK'  =  iiH-—  ds, 

d'où  un  théorème  t[u'il  est  facile  d'énoncer. 

11.    Action  d'un  courant  fermé  sur  l'un  des  pôles  d'un  solénoide.    — 

Soient  (  fig.  7  ) 

P'  le  pôle  considéré  ; 

ah  =  ds  un  élément  du  courant  fei'mé  ; 

/>'  la  projection  de  h  sur  «P'; 

dO  l'angle  aè'P'. 

L'action  dR  exercée  pai'  ah  siu'  P'.  égale  et  contraire  à  dlV,  est  per- 
pendiculaire au  plan  ahl''  et  a  pour  expression 

,'     ,,                                       ,_             ,.(i//îii[>li(iV'  ,.    I)// 

(10)  dR  =  p.  l  ^^zrr, =  [J.  I 


aP''  aV 

ou,  comme  hh'  =  aV .dO, 


1  /,/, 


11.    ursAi.. 


Vj\  liaiispoiiuiil  celte  (orée  parallèlenienl  à  elle-inèiiie  eu  I'',  il  eu  ré- 
sultera uu  e()Uj)le  (iout  Taxe  du  uionieut  u.' i (10  ue  sera  auli'e  chose  que 
reléuieiil  sV,  liuiile  j)ar  «1*  ,  Al'',  de  l'intersectiou  de  la  sphère  dout  le 
(cutre  esl  I''  et  le  ra\()U  uJ i  a\ec  la  surlace  tlu  cùue  déteriuiué  par  le 


'■M!-  7- 


Cf)iuaiit  fermé  et  par  le  sfuiiuict  1''.  Or,  tous  les  axes  tels  que  st  des 
couj)les  élénieutaires  déterniiuaul  une  courbe  fermée,  l'axe  du  couple 
résultaut  est  nul.  Donc  : 

L'action  d'un  coiiranl  ferim' sur  L'un  des  jtùles  d'un  solénoïde  se  réduit 
à  une  force  passant  par  ce  pôle. 

L'action  du  courant  n'est  donc  autre  chose  que  la  résultante  des 
forces  cCR  appliquées  en  ce  point. 

L'expression  (  lo')  peut  se  UK'ttic  sous  la  forme  suivante,  en  désignant 
par  d».  Faire  ahc. 


7r>  ,  •  iùvcabc 

«H  =  -lu'i  ., 

rtP' 


3/7.  f 


) 

rtl" 


Soient  Vx,  Vy,  Ps'  trois  axes  rectangulain^s  menés  par  le  point  P'; 
d-,\j.,  d'Ay,  dà.  les  projections  de  l'aire  dix  sur  les  plans  zVy,  xV z,  vV .v. 
La  conino.sante  de  dl\  suivant  P'a"  sera 


r/X  = 


_,.   f/a^ 


2  u.  l 


aV 


d'où.poui'  la  composante  semblable  de  l'action  exercée  par  le  courant. 


"'    aV 


RECHERCHES    STIR     l/lClKCTRODYN  AMIQUK.  l/|5 

Portons  STir  la  normale  an  plan  hVa,  à  parlir  de  P',  nne  longncnr 
égale  à  — ^i  et  soient  A  la  somme  géoniétriqne  de  toutes  les  droites 

ainsi  oi)t(iuies;  A^.,  A,,  A.  les  projections  de  cette  résultante  sm-  P'x, 
P'j,  P'r.  ;  nous  aurons  évidemment 

et  de  même 

(11) 

1  Y--.f;.'.A,, 

12.  Action  cV un  solénoide  sur  l' un  des  pôles  d'un  autre  soléimde.  — 
Soient 

PP,  le  jM'emier  solénoide  ; 

p  le  rayon  des  courants  circulaires  qui  le  consliluenl  ; 

g  l'équidistance  de  ces  courants  ; 

P'  le  pôle,  (lu  second  solénoide  P'P',,  que  nous  avons  à  considérer. 

Soient,  de  plus,  7  l'arc  de  la  courbe  directrice  île  PP,  mesuré  à 
partir  du  point  P  jusqu'à  un  point  M  quelconque  dont  les  coordonnées 
sont  X,  y,  z. 

Il  est  clair,  d'après  la  signification  même  de  A,  que  A^  sera  donne 
par  la  formule  [m')  du  n°  10,  en  y  remplaçant  p'  pnr  o  et  supposant 
u  =  P'M.  Nous  avons  donc 

Portonsceltevaleurdansla  première  desf()rnndes(i  il.  multiplions-la 
ensuite  par  le  nombre  des  courants  —  compris  dans  da  j)our  avoir  la 
composante  relative  à  cet  élément,  et  posons 

nous  obtiendrons 

(12)  X  =^2lxtJ.'d^■ 

Jauni,  de  Math,  {y  série),  lome  Vil.  —  Mil  i8Si.  IQ 


lf\i]  II.     RESAL.     —     nrXHERCHES    SUR    l'kI.ECTRODYNAMIQUE. 

Soit'ut 

■t„,  y„,  Zg  les  coordonnées  de  P; 
'T,,  y,,  z,  cellos  de  P,  ; 
</„  =  PP',  a,  =  P,P'; 

y,  fj,  Ç  les  composantes  de  l'action  totale  exercée  par   PP,   siii-  P', 
estimées  suivant  P'a?,  P'v,  P  ;;. 

Nous  aurons,  en  intégrant  l'équation  (12). 

et  de  même 


10 


'  '   ^  "1'     "l 


Il  résulte  de  là  que  P,  P,   exercent  sur  P'  deux   actions  distinctes 

•'.  'i.\x'       2  U.ix'  .  .  .  ,  .111-  1-     •      . 

—4-'  — —^  variant  en  raison  inverse  du  carre  tie  la  distance,  dirigées 

respectivement  suivant  PP',  P,P',  et  que  si  la  première,  par  exemple, 
est  une  attraction,  l'autre  sera  une  répulsion.  Mais,  P' exerçant  par  suite 
une  attraction  sur  P,  P'^  exercera  sur  ce  pôle  une  répulsion  et  xuie 
attraction  sur  P, . 

H  y  a  donc,  en  résumé,  quatre  forces  en  jeu  sur  lesquelles  il  nous 
parait  inutile  d'insistc^' ;  (ju'il  nous  suffise  de  rappeler  cpie,  en  défini- 
tive, deux  solénoides  placés  à  une  distance  suffisamment  grande  l'un 
de  l'autre^  par  rapport  à  leurs  diamètres  se  comportent  entre  eux 
comme  deux  aiiiiaiils. 

l'el  est  l'exposé  succinct  tle  la  partie  essentielle  tle  la  théorie  d'Am- 
père. Nous  avons  omis  à  dessein  les  questions  relatives  aux  actions 
mutuelles  et  au  mouvement  de  deux  courants  rectilignes  situés  ou  non 
dans  vm  même  plan,  parallèles  ou  non,  d'un  courant  circulaire  sur  son 
diamètre,  etc.,  questions  dont  les  solutions  sont  trop  simples  pour  que 
nous  ayons  cru  devoir  nous  en  occuper. 


THÉORir.     I)KS    SIÏRIKS    TRIGONOMKTIIÏQUES.  l/j-J 


Coup  (l'œil  si/r  la  théorie  des  séries  Irii^onométriques  les  plus 
usuelles,  et  sur  une  raison  naturelle  de  leur  eonvergence, 
applicable  aux  autres  déwloppeuients  de  fonctions  arbitraires 
employés  en  Physique  malhématicpie ; 

Par  m.  j.  ïîolssiiveso. 


§  I.  —  Dèrnonslration  de  la  série  Irigonomvtnt/iie  /mncipale. 

1.  Soity^a^')  une  fonction  finie  et  périodique  de  .r  pouvant,  dans 
l'intervalle  d'une  période  2a,  de  œ=  —  a  àa'  =  -{-rtpar  exemple, 
recevoir  des  valeurs  quelconques  et  présenter  même  un  nondjre  fini 
de  discontinuités  :  toutefois,  dans  ce  dernier  cas,  on  convient,  pour 
(pie  la  fonction  y"( a;)  ne  cesse  pas  d'être  <léteru)inée,  de  lui  attribuer 
une  valeur  égale  à  la  movenne  arithmétique  de  sa  valeur  précédente 

et  de  la   suivante,  moyenne  représentée  par^ ,  ou  £ 

désigne  ini  infiniment  petit  positif.  Il  est  naturel  de  cliei'cher  à  exprimer 
cette  fonction  /{.r)  au  moyen  des  fonctions  les  plus  simples  c{ui  ad- 
mettent la  même  période   2«,  c'est-à-dire   au  moyen  des  fonctions 

,  tTij:-         _       .      /Tir      •    1       ■  •  1  . 

A,  cos h  «,  sin ,  i  désignant  un  entier  quelconque    cju  on  [leut 

supposer  positif),  et  A,,  lî,  deux  coefficients  constants.  Proposons-nous 
donc  de  développer y^( a:)  en  une  série  de  la  forme 

(  1  )  /(  a- )  =  S  {  A ,  cos  i^  +  B,  sin  i^ 


l48  J.     BOUSSINESQ. 

A  CCI  effet,  nous  admettrons  d'aliord  que  le  développement  soit  pos- 
sible, ou  que  la  fonction /(.r)  égale  bien  la  somme  limite  d'une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  cosinus  et  sinus  des  multiples  de 

—  )  et  nous  déterminerons,  dans  cette  liypothèse,  les  coefficients  A,,  B,. 
a  ^  ^ 

Puis,  une  fois  que  nous  connaîtrons  la  forme  précise  de  la  série,  nous 
démontrerons  qu'elle  convient  pour  toute  fonction  périodique  /(a-). 
Le  calcul  de  A,,  B,  se  fait  par  la  méthode  de  Fourier  (ou  d'Euler), 

bien    connue.   On   multi})lie    l'équation  (i)    par   co^-^—dx    ou    par 

sin  — —  dx,  et  l'on  intègre  les  deux  membres  dans  toute  l'étendue  d'une 

a  " 

période,  de  ,r  =  —  a  à  x^=^-\-a,  en  observant  que  le  second  membre 
de  (  i)  peut  être  traité  comme  une  somme  d'un  nombre  fini  de  termes, 
vu  c|ue  l'errein-  commise  sur  ce  second  membre,  en  l'arrêtant  à  un 
terme  assez  éloigné,  est  aussi  petite  qu'on  veut  et  ne  donnera,  dans  le 
résultat  des  intégrations,  qu'un  terme  complémentaire  inférieur,  lui 
aussi,  à  toute  erreur  donnée.  D'ailleurs,  les  produits  du  terme  quelconque 

A;  cos  -^-^  +  B,  sui  'L^^— 

du  second  membre  de  (i)  par  cos—  et  par  sin -^^  sont,  respecti- 


a 


vement. 


:A, 


cos^^ — h  cos^ 


-  Wj  \  sm  ^ — sm  ^ — 


-A,    sMi^^^^^^^ hsm^ '-^ —    +-B,    cos j^ cos  ^ ^ 

et  se  composent  de  termes  proportioiniels  soit  à  des  sinus  qui  ont 
leurs  valeurs  moyennes  nulles,  soit  à  des  cosinus  nuls  aussi  en 
moyenne,  si  ce  n'est  quand  ils  se  réduisent  à  l'unité  ou  qu'on  a 
i±j^=  o,  c'est-à-dire  ou  i=^j  =  o,  ou  du  moinsy  =  i.  Or  il  est  évident 
que  tous  ces  termes,  multipliés  par  dx  et  intégrés  dans  l'intervalle  sa, 
qui  comprend  une  ou  plusieurs  de  leurs  périodes,  donnent  pour  ré- 
sultats les  produits  de  2a  par  leurs  valeurs  moyennes.  Il  vient  donc 
simplement  : 


(3; 


TUKOIÎIF,    Di:S    SKIIIF.S    TRIC.ONOMIÔTRIQUES.  1 /|«J 

i"  Pour  les  valeurs  de  /  ([ui  (liHcieiit  de  zéro, 

r"  '—  •  •  "  ■—  . 

f{x)c.o?,'-^(l.r  =  a  \i,       I    /{.tjuin'-^dx  —  aW,; 
'-  —  Il  '-■  —  rt 

2°  Pour  «  =  o  (ce  qui  aiunilc  le  terme  A,  sin  — 

/    f{x)dx  =  aaAfl. 
•-  -  Il 

Afin  d'éviter  plus  tard  toute  ronfusion,  ap|)elons  ^,  dans  ces   for- 
mules, la  variable  d'intégration,  et  posons,  en  conséquence, 

A,=  i    /'V(?)cosi|./S, 

I    r"  il-' 

Bi=  -    /    /(£)  sin— f/^. 

La  relation  (i)  deviendra  celle  qu'on  se  proposait  d'établir  : 

-\     cos-^  /     /("H)  cos— f/= +sin-^^  /     f[i]  An -— di,\ . 

a^\  a    J_/   ■■  a       ■  a    J_/^^'  « 

i  -  1  ^ 

2.   On  peut,  dans  cette  formule  (3),  en  n'y  faisant  varier  d'abord, 
au  second  membre,  i  que  depuis  i  jusqu'à  un  entier  très  grand  n,  trans- 

porter  les  facteurs  cos-^>  sin-^sous  les  signes  d'intégration  /     et 

*-   —  Il 

réduire  ensuite  inie  somme  d'intégrales  à  l'intégrale   d'une  somme. 
La  formule  (  ^)  revient  donc  à  poser 

(4)    /(.xO  =  iim^  f  /(g)  U  +  ^^os  "'^^^~  ^^     d'^     (pourninfinij. 


,5o  J-     BDIISSINESO. 

Mais  il  esl  possible  de  simplifier  encore  celle-ci,  au  moyen  de  la 
formule  qui  donne  la  somme  des  cosinus  des  nudtii)les  successifs  d'un 
■.\rv  quelconque  a,  et  qui  se  déduit  de  la  relation 

2  sin  ^cos/'a  =  sin  («'+-)  !Z  —  siii  |<  —  -  )  «, 

en  \  faisant  successivement  i  =  i,  2,  3 n.   puis  ajoutant  tous  les 

n\sultats.  Il  vient  ainsi 

i  -  n 

i  2  sin  -  )   >  cosi'a  =  sin  (  «  H —  )  «  —  sin  - , 

\  2/  ^  \         2/  2 

i  -  1 

ou  bien 


1       v 

— i-   >  cos«; 


.    (  2  /i  -M  )  a 
sin 


2  sm  - 
2 


La  formule  (4)  équivaut  donc  encore  à  celle-ci  : 

(,^)/,.)  =  liml    r-^a^-"^^""']:'^"-'^  (pou.-«inf^niV 


2  sin 


Changeant  enfin  de  variable  d'intégration,  posons 

.T  —  ç  =  u     ou     s,  =  X  ^  u,     dç  ——  du, 
et  il  vient 

()i      /,ri  =  lun-     /         ^^-^ sui du    i  pour  «  infnu  ). 

''  Cl      I  .     Tz  II  .la  ^ 

I  2  sin  — 

J  2rt 

5.  Démontrons  maintenant  que  ces  formules  (3),  (4),  (,iJ  j.  (<J)  con- 
viennent, quelle  que  soit  la  fonction  péi-iodiquey(.r).  Il  suffit,  pour  cela, 
de  faire  voir  que  le  second  membre  de  (G),  ou  plutôt  l'expression 

7  -    /  ■— ^sm-^^ — du, 

I  2  sm  — 

J  2rt 

s'approche  indéfiniment  de /{x)  quand  n  y  grandit  sans  limite.  Cou  si- 
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déroiis  donc  cctto  expression  où,  pour  fixer  les  idées,  nous  suppo- 
serons X  compris  entre       a  et  +  a.  Sans  la  [)i-(''sence,  sous  le  signe   /  . 

«lu  facteur  • — '■ i  ell(>  ('raierait    l'aii'e  comprise!  entre  un   axe  des 

a  SI  ri  — 
■2  a 

abscisses  ii    et    les  2«+i   arceaux   cpie  présenterait,  de   u  ^  x    -  a 

1      •         ..  1  I         .     I    .(•«/(  + 1  )  ~  //,  . 

a  u=^  X  +  a,  la  sunisoide  avant  iiour  onloiniee -sni  ^ i ,  au'c 

■  '  (i  la 

partielle  limitée  par  chaque  arceau  est,  en  valeiu-  absolue,  comparal)le 
au  iiroduit  de  la  très  petite  l)ase  — de    l'arci-au    par   l'ordoiniéc 

maximum-;  en  sorte  que  la  somme  de  toutes  ces  aires  serait   finie, 

a  '- 

comparable  à  2,  si  ou  les  prenait  en  valeur  absolue.  Mais,  ((nnine  deux 
arceaux  consécutifs  ont  leurs  ordonnées  égales  chacune  à  chaciuie, 
également  espacées  et  de  signes  ctnitraires,  ces  aires,  en  très  grand 
nombre,  s'entre-détruiscnt  deux  à  deux  et  ont  leur  .sonune  algébiitpi" 
incomparablement  plus  faible  que  leur  somme  absolue,  c'est-à-dire 
infiniment  petite  à  la   limite  «  ^  oo  .  Voyons  actuellement  en  quoi  le 

facteur  -^^"^  ~  '     modifie  le  résultat.  Ce  facteur,  onf{x—u)  est  toujours 


TZU 

2  sin  — 
2  a 


fini,  ne  peut  devenir  infini  que  pour  a  =  o,  car  l'arc  '—  ne  varie  que  de 

-(-  — t]  à  -(--f-i),   c'est-à-dire  dans  une   partie   de   l'intervalle 

compris  entre  —  71  et  -l- rr  (puisque  x  est  supposé  moindre  que  a  en 
valeur  absolue). 

Faisons  d'abord  abstraction  des  valeurs  de  u  cjni  sont  très  voisines 

de  zéro.  Pour  toutes  les  autres,  le  facteur' — ^ reste  fini,  et  il  varie 


2  sin  — 

'.!  a 


graduellement  dans  des  intervalles  cpii  comprennent  un  grand  nombre 
d'arceaux  de  la  sinusoïde.  Les- produits  des  ordonnées  de  celle-ci  })ar 
j  {X—  a)  ^  ^^^^^  donc  finis  et  sensiblement  les  mêmes  (en  valeur  absolue) 


.       ■KU 

2  Sin  — 
la 


pour  deux  arceaux  consécutifs,  de  sorte  que  les  aires  de  ces  arceaux 
continuent  à  s'entre-détruire  sensiblement  et  leur  somme  algébrique  à 
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être  incomparablement  moindre  que  lem"  somme  arithmétique,  c'est-à- 
dire  nulle  à  la  limite. 

Quant  aux  éléments  de  l'intégrale  (7),  pour  lesquels  «est  tiès  petit  et 
comjjris,  par  exemple,  entre  deux  limites  fort  rapprochées  ±  ix,  le  fac- 
teur --^ ~  s'v  réduit  sensiblement  à 


■KU 

A  sin  — 

9.  (I 


ou,  si  £  désigne  un  infiniment  petit  positif,  à  —  f[x  -f-  i]  pour  les  va- 
leurs négatives  de  u,  à  ^-/(J?  —  2)  pour  les  valeurs  positives  de  u.  Ces 
éléments  valent  donc,  en  tout, 

/■(.Z-  +  0     r"    ■      (ui  -hl)-!/   (/il  fi.r^z)    !''•"    .      (■!«-!- 0-//  c/// 

'     '    ■  '     sm - 


r  +  o  r    ■   {'./! -hi)-ii  (fil      K.i-^z)  I 

/     sni h  / 

■;;  /  ■.la  II  ~  i'„ 


>,a  II 


nn  bien,  vu  que  la  fonction  multipliant  du  sous  les  signes  /  est  paire 
et  que/(  x  +  £  )  +/(^  —  s)  égale  toujours  2/( a-), 

(8)  ^ISll  r^\2Jl^:llIIi±. 

^     '  T.      ,1^  ia  II 

Mais,  quand  n  devient  très  grand,  on  peut  remplacer  la  limite  supé- 
rieure p.  j)ar  :c  .  En  effet,  on  n'ajoute  ainsi  à  l'intégrale  (8)  que  des 
aires  d'arceaux  de  sinusoïde  analogues  à  ceux  dont  il  vient  d'être  parlé, 
aires  très  petites  et  alternativement  positives  et  négatives ,  qui  se- 
ront ici  lentement  décroissantes  d'un  arceau  au  suivant,  à  cause  du 
dénominateur  «de  plus  en  plus  considérable,  et  dont,  par  conséquent, 
la  somme,  moindre  que  la  première  d'entre  elles,  sera  négligeable. 

La  valeur  limite  de  l'expression  (8)  est  donc  la  même  que  celle  de 

:>,/■(.;■)    /■  "    .     {in  ->r  \)t.ii  du 


(9)  ^1     «i" 


u 


,,.       ,        ,       /"  °°  sin/.«    7  •     7  ^      ^  • 

Or  on  sait  que  l  intégrale   /      au,  ou  k  est  une  constante  posi- 
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1  ,,      .         /'*slii/,7/    ,, , ,  /'""sin.r    ,         .        ,    ,, 

tivc  quelconque,  jxHil  s  ecniT   j      — — a[/cu)=^   j      — ;-«./■,  cl qu  elle 

a  pour  valeur  -•  Donc  l'expression  (9),  limite  de  (7),  n'est  autre  que 
f{x),  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

§  II.  —  Formules  dérivées. 

i.  La  formule  (3)  en  comprend  quatre  autres,  qui  sont  .souxeiil 
utiles.  Les  deux  premières  s'obtiennent  en  concevant  que  la  fonc- 
tion/(a?)  soit  ou  impaire  ou  paire,  c'est-à-dire  telle  (pi'on  ait 

• 
ce  qui  n'empêche  pas  de  lui  attribuer  des  valeurs  quelconques  entre  les 
limites  x  =^  o  et  x  ^  a. 

Si  y( —  x)  = — f{x),  les  expressions  (2)  de  A,,  et  de  A,  sont  nulles, 
vu  que  sous  les  signes/  les  éléments  correspondant  à  deux  valeurs 
égales  et  contraires  de  Ç  se  détruisent.  Quant  aux  éléments  analogues 
de  l'expression  de  B,,  ils  sont  égaux  et  s'ajoutent.  Il  vient  donc 

10  )  f{x)  =  -  V  sin  ^^   /"  V(  =  )  sin  —  r/S. 

•-       '  ^  ■     '        a  ^  a     J^    •'     -  (I 

Si,  au  contraire,  /{—  x)  =f{x),  c'est  l'expression  (2)  de  P.,  qui 
s'annule,  et  ce  sont  celles  de  A„  et  A,-  qu'on  peut  ne  prendre  qu'entre 
les  limites  o  et  a,  sauf  à  doubler  les  résultats.  On  trouve 

i  —  * 

(")  /(^) = ifyi'i)^^'^ + 1^^°^^'/ Vi?) cos ~ de. 

i  —  I 

Les  deux  dernières  formules  cherchées  se  déduisent  de  (10)  et  (i  i), 
en  supposant  que  la  fonction  f[x)  reçoive,  à  égale  distance  des  deux 
limites  zéro  et  a,  des  valeurs  égales  et  de  même  signe  dans  la  for- 
mule(  10),  égales  et  de  signes  conti-airesdans  la  formule(  r  1  ),  c'est-à-dire 
en   posant    respectivement  /(a  —  a")  =  rhy( a?).   Alors,  aux    seconds 
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luembres  de  (/o)  et  (i  i),  les  termes  pour  lesquels  i  est  pair  s'aunuleiit. 

\n  ([lie  les  éléments  respectifs  d'intégrale /(S)  siii -^6/ç,/(ç)  cos-^t/|, 

qui  correspondent  à  deux  valeurs  de  ç  également  distantes  de  zéro  et  a 
se  détruisent.  Au  contraire,  ces  deux  éléments  s'ajouteraient  et  seraient 
égaux  pour  i  impair.  Si,  afin  d'abréger,  l'on  ajipelle  b  la  moitié  de  a, 
la    fonction  /{■v),    complètement    arbitraire    depuis   it- =  o    jusqu'à 

.r  ^  -  =  h,  comportera  ainsi,  entre  ces  limites,  les  deux  expressions 

WA         /(^^  =  1  y  sm        .^^  /     f\%)  sm ~^;—  de, 

^™  t.    0 

/  -^  0 

(i3j  /i,r)=/^2^«^ Ï7, ./    /'^jcos        ^^       r/^ 

•  î  =  0  "  " 

On  passerait  d'ailleurs  de  lune  de  ces  fornuiles  à  l'autre  pai-  les 
cliangements  de  x  en  h  —  x  et  de  /"(  6  —  x)  en  /(.r). 

5.  Enfin,  la  relation  ' '|  )  conduit  à  la  formule  classicpie  de  Fouri<M', 
en  y  faisant  grandir  indéfiniment  la  période  ia,  ce  qui  revient  à  sup- 
poser la  fonction  f\x\  donnée  arbitrairement  de  >r=: —  ce  l\x=^-\-  ^  . 
Alors,  quand  on  passe  d'iui  terme  de  la  série  il  au  terme  suivant,  l'ex- 
pression —  ,  ipi'on  peut  appeler  «,  croit  de  la  très  petite  quantité 
Aa=  "'  qui  devient,  à  la  limite,  une  différentielle  r/a;  en  sorte  qu'il 
semble  permis  de  remplacer,  dans  '\'\  le  facteur  par  —,  puis  de  faire 
passer  chx  sous  le  signe  1  et  de  transformer  la  somme  2!!  en  mie  inté- 
grale prise  de  a  =  o  à  a  =  —  •  Il  vient  donc 

(iV)  y(^)  =  l''"~  /      f  -•'i%  /     cç)%OL[x  —'i)dv.     fpour  «  infini], 
ou  bien, 

(i5)  /(•■»)=  z  r  (^'^  f  f[i)CO?,0L{x-'i)d^_. 


riiiioitii;   or.s  skiufs    iiunoNO^Mi/i  nintKs.  i.ij 

ArriHons-iioiis  un  instant  à  cctlc  l'clalion.  (|ni,  toute  ini|)()rtantc 
qu'elle  soit  dans  hien  des  cas,  n'a  ])liis  la  même  netteté  (|ne  la  loi'- 
nuile  [/{),  par  suite  de  l'hypotlièse  a  =^  ce  .  Kiïéetiions,  dans  le  second 
membre  de  (l'i),  rintéi^ratioii  par  rapport  à  a,  en  n'y  supposant  j)as 
encore  infinie  la  limite  supérieure  a.  Ce  second  meml)re  devient 

on  bien,  si  nous  posons  x  —  '£,  =  u  comme  aux  n*^^  2  et  .1. 

(i()i  -  \      ?,\nrxuda. 

Le  nombre  a  étant  très  grand,  on  peut  appliquer  à  cette  expres- 
sion (iG)  la  discussion  faite  au  n"  5  sur  rex[)ression  i-j^,  à  cela  pirs 

,.     .    .        „  f(x  ■ II)  ,  I       p  ,  I  fijc II) 

qu  ICI  le  lacteur  ■^— remplace  le  racteur  plus  complexe  ■■ — 


.        T.  Il 
2  «.SI  11  

in 


Ou  reconnaît  de  la  sorte  que  les  éléments  de  l'intégrale  correspondant 
aux  très  petites  valeurs  al)solues  de  u.  rendent  à  eux  seuls,  pour  c/. 
infini,  l'expression  (i6)  égale  à  f[x].  Comme  d'ailleurs,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  au  n"  5,  les  autres  éléments  de  la  même  intégrale  qui  cor- 
respondent à  des  valeurs  de  u  comprises  dans  tout  intervalle  fini  ne 
donnent  qu'un  total  nul  à  la  limite,  il  faudra  et  il  suffira,  jjour  c[ue  la 
formule  (i4)  soit  applicable,  que  les  éléments  de  l'intégrale  (i G j  cor- 
respondant aux  très  grandes  valeurs  absolues  de  ii  soient  eux-mêmes 
négligeables.  C'est  ce  cjui  arrivera,  par  exemple,  si  la  fonction 
f[.v —  u)  est  continue  pour  les  très  grandes  valeurs  absolues  de  sa  va- 
riable, et  si,  à  mesure  que  uy  tend  vers  ±  ao  ,  elle  décroît,  ou  du  moins 

1-^                                          I'              .        /'(.f  —  //)    ,  III 

graïKlit  assez  peu  pour  que  I  expression  • s  apj)roclie  de  plus 

en  plus  de  zéro,  .\lors,  en  eiftt,  les  éléments  considérés  de  l'inté- 
grale (iG)  se  trouvent  grouj)és  de  manière  à  représenter  des  aires  alter- 
nativement positives  et  négatives,  toutes  fort  petites  et  (jiii  décroissent 
quand  on  passe  de  l'une  à  l'autre,  à  mesure  que  u  tend  soit  vers  -f-ao  , 
soit  vers  —  ac  .  La  .somme  algébrique  de  ces  aires  est  donc  moindre  (jue 
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la  première  d'eiitro  elles,  laquelle  s'aiiiiule  pour  a  infini,    et    la  for- 
mule (i4)  est  bien  exaete. 

]Mais  il  importe  d'observer  cpie  la  série  ainsi  exprimée  par  (  l 'i  )  ou  (iG) 
peut  devoir  en  |)arli((  sa  convergence,  sa  \aleiu'  finie  et  délei'miiiée,  à 
l'ordn;  dans  lequel  se  succèdent  ses  éléments,  et  non  toujours  à  leur 
seule  petitesse  absolue;  de  sorte  qu'il  faudra  ne  la  transformer  qu'avec 
de  minutieuses  précautions  et  en  vérifiant,  dans  chaque  cas,  si  l'on  n'al- 
îèr<>  pas  sa  valeur.  Même  le  passage  de  la  formule  (  i4)  à  la  formule  (i5) 
donne  matière  à  discussion,  soit  à  cause  du  mode  de  groupement  des 
éléments,  qui  n'est  plus  le  même,  soit  parce  que  la  variable  -r  —  ^  =  m 
levient   alors  infinie   avant  qu'on  effectue  l'intégration  par  rapj)ort 

et  non  après,  circonstance  qui  avait,  dans (i6),  réduit  à  nu  le  déno- 


( 


)lu 


ninateur  plus  complexe  2«sni  — 


Il  en  serait  autrement,  et  l'ordre 


des  intégrations  deviendrait  arbitraire,  si  la  fonction  /{x)  s'annulait 
identi([uement  en  dehors  de  deux  limites  données  x^=p^  ,x  —  q\  car, 
alors,  dans  le  second  membre  de  (il),  où  a  est  supposé  très  grand  mais 
non  encore  infini,  l'intégration  par  rapport  à  ^  pourrait  ne  se  faire  que 
de  ^  =  /)  à  ^  =  9,  et  ce  second  membre  serait  une  intégrale  double  or- 
dinaire, ayant  sa  fonction  sous  les  signes  /  fini(>  et  ses 'imites,  égale- 
ment finies,  bien  déterminées. 


55  III.  —  Sur  une  raison  gcnéralc,  propre  à  jusUfier  synthéliquemenl 
l'emploi  des  divers  développements  de  fonctions  arbitraires  usités  en 
Physique  mathématique . 

G.  Ce  qui  précède  est  une  théorie  purement  analytique  du  dévelop- 
pement d'une  fonction  arbitraire  (donnée  dans  un  certain  intervalle) 
en  séries  procédant  sui\ant  les  sinus  et  cosinus  des  mulîipîes  naturels 
ou  impairs  d'un  arc  proportionnel  à  la  variable.  Mais  on  sait  qu(>  hvs 
géomètres  ont  été  conduits  à  l'étude  de  ces  séries  j)ar  des  problèmes  de 
Physique,  savoir,  ceux  où,  le  temps  /,  par  exemple,  étant  la  variable 
indépendante  principale,  x  une  autre  variable,  caractéristique  des  dif- 
férentes parties  d'un  corps,  h  la  fonction  inconnue  de  x  et  t  qui  re- 
présente un  état  physique  considéré  (température,  déplacement  vibra- 
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toire,  etc.),  et  enfin  f[x]  la  roiution  arljitrairc  de  .»•  (|iii  exprime  les 
valeurs  initiales  de  u,  la  natnre  des  équations  du  pi'ohlème  montre 
qu'avec  un  état  initial  de  la  l'orme  h.  co?,m.v -\-  lisinw^,  et  rertain(!s 
valeurs  de  m,  la  fonction  eherchée  u  se  réduit  à  ce  qu'on  appelle  une 
solution  simple,  c'esl-à-dire  à  une  expression,  relativement  facile  à 
obtenir,  ne  dé])endant  de  i  que  par  un  facteur,  le  même  |K)iu'  tout  le 
corps;  de  sorte  que,  vu  d'ailleurs  la  forme  lincaii-e  des  équations  et  la 
possibilité  de  superposer  sinq)lement  les  effets  d'un  nombre  quel- 
conque d'états  initiaux,  il  ne  s'ai;il  plus,  pour  avoir  l'expression  géné- 
rale de  u,  que  de  décomposer /(r)  en  termes  (1(>  cette  foniK;' 

A  cosmx  -h  B  s'mrfio-. 

Dans  les  cas  où  les  valeurs  de  m  sont  multiples  de  l'une  d'elles,  un  tel 
mode  de  décomposition  peut  toujours  se  faire,  d'après  les  démonstra- 
tions directes  données  aux  paragraphes  précédents.  Mais,  dès  que  cer- 
taines conditions,  dites  définies,  relatives  aux  limites  entre  lesqnelh  s 
varie  37,  se  compliquent  un  peu,  les  valeurs  dem  cessent  détre  les  nnd- 
tiples  de  l'une  d'elles,  même  quand  les  intégrales  sinqiles  correspondent 
encore  à  un  état  initial  exprimable  par  un  sinus  ou  un  cosinus.  De 
plus,  ce  dernier  cas  est  lui-même  très  exceptionnel,  l!  continue;  bien 
à  y  avoir,  toujours,  une  infinité  de  solutions  simples  ne  dépendant  de  / 
que  par  un  facteur  où  les  autres  variables  oc,  y,  z  n'entrent  |ias,  et  où  ( 
se  trouve  affecté  d'un  coefficient  k  d'autant  plus  grand  cpie  la  solution 
simple  varie  plus  vite  en  fonction  de  t,œ,Y,  -;  mais  il  faut  recourir, 
pour  représenter  les  états  initiaux  corresj)ondants,  qu'on  peut  appeler 
aussi  des  états  initiaux  simples,  à  des  expressions  plus  compliquées  que 
des  cosinus  ou  des  sinus.  Or,  dans  ces  divers  cas,  on  tâche  encore  de 
former  l'intégrale  générale  par  voie  d'addition,  en  dédoublant  ou  dé- 
composant l'état  initial  arbitraire  donné  en  états  initiaux  sim])les,  pris 
dans  l'ordre  des  valein\s  croissantes  de  k,  c'est-à-dire  rangés  suivant  la 
rapidité  relative  avec  laquelle  ils  varient  d'un  point  à  l'autre,  les  plus 
lents  à  changer  étant  les  premiers;  et  l'on  sait  que  le  procédé  «le  l'^oiu-ier, 
pour  la  détermination  des  coefficients  ou  amplitudes  des  états  initiaux 
simples,  ne  cesse  pas  d'être  applicable,  du  moins  dans  la  théorie  de  la 
chaleur  et  dans  celle  des  petites  vibrations  ou  oscillations. 
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l!  ne  reste  ainsi  de  doute  que  sur  la  ([uestion  même  de  savoir  si  celte 
Noric  complexe  de  dédoublement  de  l'état  initial  est  toujours  possible. 
i\Iallieureusement,  une  sommationgénérale  et  directe  des  séries  qui  l'ex- 
priment n'a  pu  encore  être  effectuée.  Il  y  a  donc  lieu  de  (  herclier,  à 
d(»faul  (Tune  démonstration  analytique,  cpiclc[ue  aperçu  synthétique, ou, 
poui' ainsi  dire,  (pieUpie  raison  de  bon  sens,  prf)pre  à  justifier  ces  modes 
indispensables  de  développement  et  à  explic[uer  la  convergence  qu'on 
leur  a  effectivement  reconnue  quand  on  en  a  tenté  le  calcul  numé- 
riqu>'. 

7.  La  raison  naturelle  désirée  se  trouve  dans  le  doubl(!  lait  cpii  con- 
stitue le  caractère  commun  de  toutes  les  questions  de  Physique  mathé- 
mati(pie  étudiées  jusqu'à  présent  et  sans  lequel  on  ne  pourrait  pas  les 
traiter  par  des  équations  aux  dérivées  partielles,  à  savoir,  d'une  part, 
dans  le  nombre  immense  des  points  matériels  composant  toute  parti- 
cule perceiitible  de  matière,  et,  d'antre  ])art,  dans  la  graduelle  variation 
de  letat  j)!ivsique  moyen  local  quand  on  passe  d'une  particule  à  mie 
autiv,  \ariation  supposée  toujours  assez  peu  brusque  pour  que,  même 
dans  les  cas  oii  elle  est  le  |j1us  rapide,  des  milliards  de  points  matériels 
])résentent  sensiblement  le  même  état.  C'est  celte  variation  très  gra- 
duelle qui  permet  de  ne  tenir  aucun  compte  individuel  des  molécules 
en  présence,  mais  d'exprimersimplement,  pour  chacjue  petite  région,  au 
moven  de  dérivées  partielles  en.r,  y,  z,  i"  les  différences  d'état  existant 
ilans  le  corps  suivant  les  divers  sens,  2"  les  actions  mutuelles,  fonction  de 
ces  différences,  exercées  entre  particulescontiguës,  et  3"  les  changements 
(jui  en  résultent  d'un  instant  à  l'autre  |jour  l'état  moyen  local  de  chaque 
particule  ou  élément  de  volume.  Aussi,  quand  on  introduit  de  la  sorte  des 
équations  aux  dérivées  partielles  à  la  place  des  équations  diftérentielli  s 
sinuillanées,  en  nombre  immense,  qu'on  aurait  si  l'on  voulait  exprimer 
les  états  propres  de  tous  les  points  du  corps,  renonce-t-on,  par  le  fait 
même,  à  comprendre  dans  cette  analyse  simplifiée  les  phénomènes  oii 
il  se  produit  des  différences  sensibles  d'état  entre  molécules  voisines, 
connue  doivent  êlre,  parexemple,  les  vibrations  calorifiques  des  corps, 
ou  comme  le  seraient  des  mouvements  vibratoires  d'une  longuein- 
d'onde  comparable  aux  distances  intermoléculaires.  Eh  bien  !  c'est  jus- 
tement la  reslriclion  (jue  l'on  s'impose  ainsi,  en  se  bornant  à  des  états 
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|)li\sif[ues  i^fadiicllciiiciil  varialilcs.  (|iii  aiiu'iK-  la  conNcrgcncc  des  dr- 
v<;l()[)|)enu'iils  des  inti'^i-alcs  i^ciirralcs  en  séi'ics  de  solutions  sii)ij)l('s 
rangées  dans  Toivlrc;  des  valeurs  croissantes  de  /■. 

J{e[)résentoiis-nous,  en  elTel,  les  é([iiations  din'érenlieJles  simultanées 
qui  régissent  tous  les  petits  niouvcnients  possibles,  même  à  eourt(>  pé- 
riode, du  système,  ou  tous  ses  elianycnients  assez  peu  étendus  d'étal 
physi(jue.  Ces  équations  étant,  connue  on  sait,  linéaires  et  à  coefiicienls 
constants  dans  les  problèmes  où  les  fonctions  étudiées  varient  modé- 
rément, leurs  intégrales  se  formeraient  en  superposant  des  sohitions 
simples,  en  nombre  égal  à  celui  des  équations  différentielles  (supposées 
ramenées  au  premier  ordre),  et  dont  chacune  ne  dépend  de  la  variable 
indépendante  t  que  par  un  facteur,  commun  pour  tout  le  svstème,  delà 
même  forme  (exponentielle  ou  trigonométrique)  que  celui  cpie  con- 
tiennent les  solutions  simples  des  équations  corrélatives  aux  dérivées 
partielles.  D'ailleurs,  la  grandeur  du  coefficient  /•  de  /,  dans  ces  inlt'- 
grales  simples,  est  encore  en  rapport  avec  la  rapidité  des  changements 
éprouvés,  tant  d'un  instant  à  l'autre  cpie  d'un  point  à  l'autre,  par  les 
états  physiques  qu'elles  représentent. 

Cela  posé,  si  l'étit  initial  donné  est  quelconque,  s'il  contient,  poin-Ics 
diverses  régions  du  corps,  des  différences  aussi  sensibles  entre  molé- 
cules contiguës  qu'entre  molécules  éloignées,  il  est  clair  que  les  sohi- 
tions simples  correspondant  aux  valeurs  les  plus  élevées  de  k,  et  les 
seules  propres  à  exprimer  des  changements  aussi  brusques,  figureront 
dans  l'intégrale  avec  des  coefficients  non  moins  grands  que  ceux  des 
autres  solutions  simples.  Par  consécpient,  on  aura  beau  ranger  les 
termes  suivant  l'ordre  des  grandeurs  croissantes  de  A-,  on  ne  remarquera 
aucune  convergence  dans  les  sommes,  ou  plutôt  (vu  le  nombre  pro- 
digieux de  leurs  termes)  dans  les  sénés  ainsi  obtenues.  Mais  il  n'en  sera 
naturellement  plus  de  mémo  si,  au  contraire,  l'état  initial  donné  varie 
assez  peu,  d'un  endroit  à  l'autre,  pour  être  à  peu  près  pareil  chez  des 
milliards  de  points  voisins,  même  là  où  ses  changements  sembleraient 
fort  rapides  au  physicien.  Alors,  les  termes  où  X- est  très  grand,  <'t  qui 
expriment  des  états  bien  différents  pour  deux  molécules  contigués, 
n'auront  visiblement  à  intervenir  que  dans  une  proportion  tout  à  f;iiL 
insignifiante;  en  sorte  que,  tl'une  part,  ces  termes,  dont  le  calcul  serait 
d'ailleurs  illusoire  par  les  équations  aux  dérivées  partielles  que  l'on 
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siihstitiif,  à  la  limite,  aux  é(|uations  difï'ércntielles  \  i-aics  du  j)ri)l)li'nic, 
s'évanouii'out  (l'eux-nicnios,  et  que,  d'un  autre  eùté,  les  sonuiies  e\- 
primaut  les  fonctions  à  évaluer  convergeront,  à  partir  de  certaines 
\  aleurs  de  k,  lesquelles,  étant  finies,  seront  encore  très  calculables,  ainsi 
(|ueles  solutions  simples  où  elles  entrent,  par  les  équations  aux  dérivées 
partielles. 

Donc,  la  même  circonstance  qui  permet  de  remplacer  les  équations 
(lifTerentielles  simultanées  du  problème,  dont  le  nombre  est  immense 
(et  supposé  même  infini  à  la  limite),  par  une  ou  pii'  (|uelquesécpiations 
aux  dérivées  partielles,  et  cjui  permet  d  exprimer  l'état  initial  au  moyen 
de  Innctions  ne  présentant,  dans  toute  étendue  perceptible,  qu'un 
noudjre  restreint  (et  non  des  milliards)  d'oscillations,  pern)et  aussi 
d(î  compter  sur  la  convergence  des  développements  c[ue  donne  la  dé- 
composition de  cet  état  initial  en  états  initiaux  simples,  rangés  suivant 
l'ordre  croissant  de  la  rapidité  de  leiu's  variations. 
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y^ppareit  donnant  directement  le  rapport  qui  existe  entre  la 
vitesse  angulaire  de  la  Terre  et  celle  d' un  horizon  (pielcoinpic 
autour  de  la  'verticale  du  lieu  ; 

Pau  m.  g  smi:. 


Foucault  a  formulé  le  premier  que  la  rotation  apparente  tlu  plan 
d'oscillation  du  pendule  est  proportionnelle  au  sinus  de  la  latitude, 
autrement  dit  que  le  déplacement  angulaire  i\\\  ])lan  dOseillation  est 
égal  au  mouvement  angulaire  de  la  Terre  dans  le  même  temps,  multiplié 
par  le  sinus  de  la  latitude  du  lieu  d'observation.  Dans  notre  hémi- 
sphère, ce  déplac(;ment  a  lieu  vers  la  gauihe  de  l'observateur  (jui 
regarde  le  pendule;  il  a  lieu  vers  la  droite  dans  l'Iiémispliére  austral. 

On  sait  que  Foucault  est  arrivé  à  la  décou\erte  tie  cette  loi  du  sinus 
de  la  latitude  à  l'aide  d'une  ingénieuse  hypothèse  qui  consiste  à  ad- 
mettre que,  «  quand  la  verticale,  toujours  comprise  dans  le  plan  d'os- 
cillation, cliange  de  dir-ection  dans  l'esjjace.  les  positions  successives  tlu 
plan  d'oscillation  sont  déterminées  par  la  condition  de  faire  entre  elles 
des  angles  minima;  autrement  dit  et  en  langue  \  ulgaire,  lorsque  la 
verticale  sort  du  plan  d'impulsion  primitixe,  le  plan  d'oscillation  la  suit 
en  restant  aussi  parallèle  que  possible  ». 

L'exactitude  de  cette  loi  a  été  confirmée  partout  où  la  célèbre  expé- 
rience de  Foucault  a  été  répétée,  mais  nulle  part  elle  n'a  reçu  une 
consécration  plus  éclatante  que  dans  la  gigantesque  expérience  exécutée 
au  Panthéon  en  1 85 1 . 

Toutefois,  la  vérification  de  la  loi  de  Foucault  à  l'aide  du  pendule 
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exige  de  nombreuses  expériences  failes  à  des  latitudes  différentes.  L'im- 
possibilité, le  plus  souM'iil,  tle  faii'e  l'expérience  dans  un  cours  a 
déterminé  quel(|U('S  savants  à  imaginer  des  instruments  ([ni  puissent 
indiquer  arlificiellcment  sur  place  ce  qui,  en  réalité,  se  produit  aux 
diverses  latitudes.  Je  citerai  notamment  Wheatstone  et  de  Silvestre  (  '  ). 

J'ai  eu  rijoruieur  de  présenter  à  l'Académie  des  Sciences  (")  un  ap- 
pareil qui  me  parait  plus  complet  que  ses  devanciers.  Il  permet  de  vé- 
rifier très  simplement  la  loi  en  question,  en  ce  que  la  disposition 
adoptée  est  une  réalisation  mécanique  fidèle  de  l'hypothèse  de  Foucaidt. 

Cet  appareil  est  représenté  dans  trois  positions  différentes  dans  les 
Jig.  1 ,  2  et  3  ci-dessous  ;  ces  positions  correspondent  à  l'expérience 
du  p(Midule  exécutée  au  pôle,  à  l'équateiir  et  à  une  latitude  moyenne. 

H  se  compose  [fig.  i)  d'un  trépieil  de  fonte  P,  surmonté  d'un  axe 

Fi'ij.  I. 


d'acier  qui  supporte  une  sphère  de  métal  ou  de  bois  dur.  Dans  les  ex- 


(')  Comptes  reiuliis  des  séances  de   l'.icadéniie   des  Sciences,    l.    \\\lll. 
(-)   Ibid.,  l.  XCII,  j).  99J,  séance  du  2.)  avril  1881. 
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péricnces,  cette  S[)hère  reste  fixe.  Une  armature  cintrée  mm  sert  de 
support  à  un  petit  système  d'engrenages  composé  des  trois  roues  A,  li, 
C.  La  sphère  et  ces  trois  roues  ont  rigoureusement  le  même  diainètiv. 

La  roue  A  est  fixée  à  un  axe  d'acier,  sur  le  prolongement  ducjuci  est 
figuré  le  plan  d'oscillation  d'un  pendule  liciif,  par  deux  petites  houles 
de  laiton.  C'est  ce  petit  pcntlule  ipie  l'on  pcul  élahhr  aux  diverses  lati- 
tudes de  la  sphère,  en  déplaçant  le  système  d'engrenages  au  moyen  d'un 
mouvement  de  charnière  existant  sur  le  milieu  de  l'armature  cintrée, 
et  dont  l'axe  prolongé  par  la  |)ensée  ahoutit  au  centre  de  la  sphère.  Stn- 
la  partie  supérieure  de  l'armature  existe  un  index  qui  se  meut  sur  le 
cercle  divisé  d,  ce  qui  permet  de  placer  exactement  le  pendide  fictif"  à 
une  latitude  cpielconque.  De  cette  façon,  la  verticale  du  pendule  se 
déplace  à  volonté  suivant  un  même  méridien  de  la  sphère  centrale. 

Les  roues  A  et  B  sont  dentées  et  engrènent  ensemhle.  Quant  à  la 
roue  C,  solidaire  avec  la  roue  ]>,  ce  n'est  en  réalité  qu'une  roulette,  au 
bord  tranchant  finement  denté,  destinée  à  roider  sans  glissement  sur  la 
sphère  lorsqu'on  fait  tourner,  dans  le  sens  de  la  rotation  terrestre, 
l'armature  mm  autour  de  l'axe  vertical  de  l'instrument.  Or  il  est  \isihle 
qtie,  dans  cette  rotation,  la  roulette  C  entraine  la  roue  B,  puisque  ces 
deux  pièces  sont,  solidaires  sin*  le  même  axe,  toujours  parallèle  à  la 
verticale  du  lieu  d'observation  ;  par  suite,  la  roue  B  imprime  à  la  roue  A 
une  vitesse  angulaire  égale  à  la  sienne,  mais  de  sens  contiaire.  D'autre 
part,  comme  l'axe  de  la  roue  A,  dans  \^Jig.  i,  est  placé  sur  le  prolon- 
gement du  diamètre  vertical  de  la  sphère  figurant  la  ligne  des  pôles  tle  • 
la  Terre,  tandis  que  la  roulette  C  se  meut  sur  l'équateur  de  cette  même 
sphère,  il  en  résulte  que  le  plan  d'oscillation  du  pendule  fictif  reste 
rigoureusement  fixe  par  rapport  aux  objets  environnants. 

De  cette  fixité  on  déduit  aisément,  à  l'aide  d'ini  cadran  divisé  b  figu- 
rant lui  horizon  polaire  fixé  au  support  tournant  et  j)ar  une  aiguille 
établie  dans  le  plan  d'oscillation,  que  ce  plan  semble  se  déplacer  en 
sens  contraire  de  la  rotation  de  ce  support.  On  vérifie  de  la  sorte  qu'au 
pôle  le  déplacement  du  plan  d'oscillation  du  pendule  est  égal  au  mou- 
vement angulaire  de  la  Terre,  mais  de  sens  contraire,  et  que  ce  dépla- 
cement a  lieu  vers  la  gauche  de  l'observateur  qui  regarde  le  pendule. 
Pour  vérifier  ce  qui  se  passe  à  l'équateur  terrestre,  on  dispose  l'ap- 
pareil comme  dans  l^fig.  2.  On  voit  alors  que  le  point  de  contact  de  la 
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roulette  ('.  se  trouve  précisément  au  pùle  de  la  sphère  centrale,  et,  par- 
tant, que  le  tléplaeenient  de  tout  le  système  autour  de  la  verticale  de 
l'appareil  ne  peut  produire  aucune  rotation  angulaire  de  cette  roulette 
antoin-  de  son  axe,  et  qu'il  en  est  de  même  des  roues  B  et  A.  On  dé- 


Fii'.   i 


montre  ainsi  que,  à  l'équateur,  le  plan  d'osc  lilatiou  du  j)endule  n'é- 
prouve aucun  déplacement  angulaire  autoiu-  de  la  verticale,  quel  que 
soit  l'azimut  de  ce  plan. 

Enfin,  si  l'on  considère  le  cas  de  l'exprrience  du  pendule  exécutée  à 
une  latitude  movcnne,  l'appareil  doit  être  disposé  comme  dans  la /z^.  3. 
Dans  ce  cas,  la  roulette  C  est  astreinte  à  se  mouvoir  sur  un  parallèle  de 
la  sphère  dont  la  latitude  est  égale  au  complément  de  la  latitude  .du 
lieu  de  l'observation.  Dès  lors  cette  roulette  imprime  à  la  roue  Aune 
vitesse  angulaire  o'^wsinX,  «  étant  son  déplacement  angulaire  sur 
la  sphère. 

Pour  le  démontrer,  soient 

PP'  [Jig.  4)  lîi  ligne  des  pôles  de  la  sphère  ; 

EE'  l'équateur  ; 

),  la  latitude  du  lieu. 
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En  faisant  toiirnor  le  système  de  roues  autour  de  la  verticale  de  l'aj)- 
|)areil.  ou  \oit  aisémeiil   (juc   les  chemins  parcourus  |)ai'   le  point  de 
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contact  b  sur  la  circonférence  de  la  roulette  C  et  sur  le  cercle  parallèle 
de  rayon  ab  sont  respectivement 


Or  ces  chemins  sont  égaux,  puisque  la  roulette  C.  s<'  meut  sans  ghs- 
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sèment  sur  la  sphère;  on  a  tlonc 
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bd 


J>a  simple  discussion  de  celte  formule  élémentaire  fait  voir  que  : 
i"  Quand  l'expérience  est  faite  au  pôle,  comme  dans  layîg.  i .  ab  de- 
vient égal  à  oE'=  bd;  par  suite,  w'=  'o. 

1°  Dans  le  cas  de  l'équateur  [fig.  2),  ab  est  nul,  u>'  est  aussi  nul. 
3"  Enfin,  pour  le  cas  de  la /?^.  3,  comme  par  construction  bd=ob, 

la  formule  (i)  devient 

,         '  ab 

0)=  (X)  —r   =:  Oi  Sni«, 

ou 

rjj'  ^  oj  sinX. 

G.    Q.    F.    n 
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Sur  les  permutations  alternées  ; 


Par  m.  Désiré  AIVDRE. 


Le  présent  travail  a  pour  point  de  départ  la  notion,  probablement 
toute  nouvelle,  des  permutations  alternées  de  n  lettres  distinctes,  et 
pour  objet  l'étude  du  nombre  2A,,  de  ces  permutations. 

Nous  définissons  les  permutations  alternées  de  n  éléments  distincts  ; 
nous  donnons  le  moyen  de  calculer,  de  proche  en  proche,  la  moitié  A^,  de 

leur  nombre -.nous  déterminons  la  fonction  génératrice  de  la  fraction  — ?; 

"  ni 

nous  en  déduisons  les  développements  de  tangœ  et  de  séca;  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x;  nous  appliquons  les  résultats  obtenus  à 
différents  développements  ou  séries;  nous  en  tirons  |)lusieurs  consé- 
quences touchant  les  développements  des  fonctions  elliptiques;  enfin 
nous  doinions  de  nouvelles  et  plus  simples  formules  pour  calculer  les 
nombres  A„. 

Il  se  trouve  que  ces  nombres  A„  ne  sont  autres  que  les  coefficients 

de  ~  dans  le  développement  soit  de  tanga:,  soit  de  séco;.  Ces  coeffi- 
cients avaient  été  considérés  déjà.  Grâce  aux  permutations  alternées, 
nous  en  pouvons  doinier  une  définition  combinatoire  très  simple,  très 
nette,  et  indépendante  de  tout  développement. 
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I.  —   Dêjinilion  des  permutations  alternées. 

i.  Clonsiclérons  n  éléiueiits  ilislincts  a,,  a^,  «3,  ...,«„  et  formouseii 
toutes  les  permutations.  Si,  dans  l'une  quelconques  d'entre  elles,  nous 
retranchons  chaque  indice  du  suivant,  nous  obtenons  inie  sihtetle  n  —  1 
différences,  dont  aucune  n'est  égale  à  zéro,  et  cjui,  dans  toutes  les  per- 
mutations, sauf  deux,  sont  les  unes  positives,  les  autres  négatives. 
I.or.sque,  tout  le  long  de  cette  suite,  ces  différences  sont  alternat àernent 
positives  et  négatives,  la  permutation  correspondante  est  alternée. 
Lorsque,  au  contraire,  cette  continuelle  alternance  des  signes  ne  se 
présente  pas,  la  permutation  n'est  pas  alternée. 

Par  exemple,  dans  le  cas  particulier  où  n  =:  4.  les  permutations 

sont  alternées,  et  les  permutations 

ne  le  sont  pas. 

2.  Le  nombre  des  permutations  alternées  de  n  éléments  distincts 
dépend  évidemment,  et  nnirpiement,  de  n.  Par  sa  nature  même,  il  est 
forcément  positif  et  entier;  et  l'on  [)eut  démontrer,  d'une  manière  très 
simple,  qu'il  est  toujours  jiair.  Il  suffit  effectivement  de  faire  observer 
que  les  permutations  alternées  de  n  éléments  distincts  se  correspondent 
deux  cà  deux.  L'un  des  moyens  les  plus  commodes  d'établir  cette  cor- 
respondance consiste  à  associer  les  permutations  qui  présentent  les 
mêmes  indices  dansiui  ordre  exactement  inverse. 

En  associant  de  cette  façon  les  permutations  alternées  de  t]uatre  élé- 
ments, lesquelles  sont  au  non)bre  de  dix,  on  obtient  les  cinq  couples 
siH\ants  : 

a-yi-j-^rj^rj,^       et       C/..^  Cf.. ^7.  ^7.  y, 

a^a^ai^i     et     a^^a^u-iU^, 

a-^a^U^rj.^       et       Ol^V.f7.^rj.^, 

a^7.rj,^a.^     et     a3a,«,,«j, 
(Zj«4«|«.j     et     !Z2a,a,.c<3. 
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5.  Mous  représenterons  par  j.k,,  \v  nombre  des  perniulations 
alternées  de  n  éléments  distincts,  (kniime  il  n'y  a  de  permutations  al- 
ternées que  parmi  les  permutations  d'au  moins  ti'ois  éléments,  Icssvm- 
holes  A„,  A,,  A2  sont  dépourvus  de  sens.  Pour  la  régulaiité  des  f'or- 
nudes,  nous  les  emploierons  néamnoins,  en  convenant  de  les  regarder 
connue  égaux  chacun  à  l'unité. 

Le  nombre  A„,  moitié  du  nond)r('  des  pernuitations  alternées  de  // 
éléments  distincts,  possède  ainsi,  on  le  voit,  une  dédniliou  très  simple, 
très  nette,  purement  combinatoii-e  et  indépendante  de  toute  considé- 
ration de  développement. 


II.  —  Calcul  des  nombres  A„. 

4.  Comme  nous  l'avons  déjà  fait  observer  (  '  ;,  le  moyen  général  de 
calculer  les  nombres  tels  que  A„  qui  se  présentent  dans  l'analyse  com- 
binatoire  consiste  à  déterminer  une  relation  entre  le  nombre  A„, ,,  par 
exemple,  et  les  nombres  analogues  d'indices  moindres  A„,  A„  ,, 
A„_o,  ....  Pour  parvenir  à  une  pareille  relation,  nous  partagerons  les 
permutations  alternées  des  n  +  i  éléments  distincts  «,,  a.^,  «3,  . . .,  «„+, 
en  n  -\-  i  classes,  savoir  :  les  permutations  alternées  où  l'élément  a,,^., 
occupe  la  première  place;  celles  où  il  occupe  la  deuxième  place  ;  celles 
où  il  occupe  la  troisième  place;  ...  ;  celles  où  il  occupe  la  [n  -h  i  ) '••""' 
place. 

3.  Formons  toutes  les  permutations  alternées  des  n  -i-  i  éléments 
distincts  «,,  cto,  a,,  ...,  «„+,,  où  l'élément  a,,^,,  qui  possède  l'indice 
le  plus  élevé,  occupe  la  [p  -\-  1  j"™"^  place. 

La  première  opération  à  effectuer,  c'est  évidemment  de  partager  les  /; 
autres  éléments  en  deux  groupes,  l'un  de  p  éléments  qu'on  devra 
placer  avant  a„^^,,  l'autre  (\e  n  —  p  éléments  qu'il  fiuidra  placer  après. 
Et  ce  partage  en  deux  groupes  pourra  s'effectuer  d'un  nombre  de  ma- 

(')  Bulletin  (le  la  Société  matlir/tuiti'jiii'  de  Fraiiee.  niiiice  187g. 
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nières  dif'lerciites   égal  ;ni   iionilirc  C".','  des  combinaisons   simples  de 
n  ol)jets/>(  à  p. 

Supposons  ([n'on  ait  cffecUié  ce  partage  de  l'iuie  (|uel('onf|ne  de 
ces  C,'^  manières.  Les  p  éléments  du  premier  groupe  devront  être  dis- 
|)osés  en  ime  permutation  alternée  où  l'indice  de  l'avant-dernier  élé- 
ment sur|)asse  celui  i\ii  deiaiier.  Le  nombre  des  dispositions  différentes 
dont  ces  p  éléments  sont  susceptibles  est  donc  égal  à  la  moilié  du 
nombre  des  permutations  alternées  de/?  éléments  distincts,  c'est-à-dire 
a  hp.  De  même,  les  n  — p  éléments  du  second  groupe  devant  former 
une  permutation  alternée  où  l'indice  du  premier  élément  soit  moindre 
(jue  celui  du  second,  ces  n — p  éléments  seront  susceptibles  d'un 
nombre  de  dispositions  différentes  égal  à  A„_/,. 

Par  conséquent,  à  un  seul  mode,  quelconque  d'ailleurs,  de  partage  en 
deux  groupes  des  n  éléments  autres  que  «„+,,  correspond  un  nombre, 
égal  au  produit  hp\„_p,  de  permutations  alternées  de /i  +  i  éléments, 
dans  chacune  desquelles  a„^,  occupe  la  [p  -\-  1)''™'=  place.  Et  il  s'ensuit 
immédiatement  que  le  nombre  des  permutations  de  ce  genre  cjue  don- 
nent lous  les  modes  de  partage,  c'est-à-dire  le  nombre  total  des  per- 
mutations alternées  de  n -f- i  éléments,  où  a,,^.,  occupe  la  (/j  +  i)''™" 
|)lacc,  est  égal  au  produit  C,^ApA„_p. 

6.  Ainsi,  le  nombre  des  permutations  alternées  de  n -4-  i  éléments 
distincts,  où  l'élément  !:/„+,  occupe  la  première  place,  est  C,"AoA„. 

Le  nombre  de  celles  où  il  occupe  la  deuxième  place  est  C,',A,A„_, . 

I^e  nombre  de  celles  où  il  occupe  la  troisième  place  est  C,';A2A„_2. 

Et  ainsi  de  suite. 

En  ajoutant  tous  ces  résultats,  on  trouve  évidemment  le  nombre 
total  2A„^,(  des  permutations  alternées  de  n  +  i  éléments  distincts.  De 
là  l'identité 

2  A„^,  =  C,",  A 0  A „  +  C;,  A ,  A „_ ,  +  {?„  A ,  A„_„  -4- . . .  +  C"„  A„  A „ . 

D'ailleurs,  le  mode  de  raisonnement  cpie  nous  venons  d'employer 
nous  montre  bien  que  cette  identité  est  exacte  pour  toutes  les  valeurs 
de«  supérieures  à  l'unité.  Il  se  trouve  qu'elle  subsiste  encore  lorsque  n 
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l'st  égal  ;'(  runiU'.  mais  elle  n'est  plus  vraie  dans  le  cas  où  n  est  égal  à 


zéro. 

7.  Cette  identité  donne  un  moyen  simple  de  calculer,  de  proclie  en 
proche,  les  nombres  A„.  Elle  est  d'un  emploi  d'autant  plus  commode 
qu'elle  ne  renferme,  à  son  second  membre,  ni  signe  —  ,  ni  nombre  frac- 
tionnaire. Nous  avons,  par  convention  (3), 

Ao=  I,      A,  =  I,      A2=  1. 

En  appliquant  notre  formule,  nous  trouvons 

A,  =  2,     Aji=5,     A,=ziG,     A„  =  6i. 
A.  —  a'j2,     As=i38"),     Aa=793(),     

Nous  donnerons,  dans  la  suite  du  présent  travail,  d'autres  formules, 
encore  plus  simples,  pour  effectuer  ce  même  calcul. 

HT.  —  Fonction  génératrice  des  fractions  — "  • 

8.  Posons  tl'abord 

L'identité  précédemment  trouvée  (G)  se  transforme  en  celle-ci 

2(>  +  i)a„+,  —  a^a,,-^  «,«„-.  +  a.M„^.^  +  .  .  .-ha„n„. 

qui  est,  comme  la  précédente,  exacte  pour  n  égal  ou  supérieur  à  l'unité, 
mais  fausse  pour  n  ^  o. 

Puis,  désignons  par  Y  la  fonction  génératrice  de  '—",  c'est-à-dire 

de  a„.  Nous  aurons,  d'après  la  iléfiiiition  bien  connue  des  fonctions 
génératrices, 

Y  =  (7o  +  a,  .r  +  a.,ï-  -f-  a,, .r'-'  +  . .  . , 
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it  l;i  question  (|uc  lioiis  nous  pi'oposoiis  prcseiilciuciit,  c'(\sl  de  ilcIcr 
iiiiiicr  Y. 

9.  T'oui-  cela,  i-evenonsà  l'identité  (8)  qui  lie  le  nonilirc  a,,;,  aux 
nombres  u„,  «„_, ,  «„-j,  •  •  •  ■  Sa  forme  nous  suggère  l'idée  de  considérer 
le  carré  de  Y.  En  le  formant,  nous  trouvons 

Y-  =  a'-^-i-  ci„a,  -f-  a,  a  g  )  x  -f-  {a„  </ ^  ■•{-  a^a^  -t-  c/^rti  )  .t"  +  • . .  ; 

e'est-à-dire,  si  nous  faisons  usage  de  l'identité  rappelée,  en  évitant  soi- 
gneusement de  l'emplover  dans  le  cas  de  /?  r^  o,  où  elle  est  fausse, 

Y"  =  ft'l  -h  2  .  2  fl^  r  -f-  2.3  «.,  a-  -1- .  . . . 

Dans  ce  nouveau  second  membre,  la  série  qui  suit  a^  est  é\  idemmeni 
égale  à 

/VA'  > 

Donc,  nous  avons  identiquement  récpiation  différentielle  suivante 


Y-a^-.2(;£-.,), 


(pu  devient,  lorsqu'on  y  remplace  «„  <'t  rt,  chacun  [)ar  l'unité, 

\-=  -2- I. 

uj; 
Nous  en  déduisons 

arctang  ^  =-  +  (,; 
et,  puis(pie  Y  se  réduit  à  «„,  c'esl-à-dire  à  l'unité,  lors(pie  x  -    o,  la 
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fonslaiile  C  est  égal(;  à  ',-•  Dom-,  (liialcmciii. 


Y  =  tang  (  ^  +  J  ) 


Telle  est  la  ronciion  o;énératricc  du  iionihrc  a.,,  c'est-à-dire  de— ^• 


10.   Nous  pomoiis  donc  écrire 


tangl  T  +  ^ 


^  ^  A 


ou  bien,  en  revenant  aux  nombres  A„, 

tang  (  ^  +  •;^  )  =  A„  +  A ,  fj  +  A,  'i:;  h-  A,  Jy  +  • 
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C'est  cette  dernière  formule  (')  ([ui  va  servir  de  fondemenl  à  toute 
la  suite  de  ce  Mémoire. 


IV.  —   Développemenls  de  sécr  et  de  tang.r. 
11.  Notre  formule  fondamentale 


devient  immédiatement,  par  le  changement  de  x  en  —  .i\ 


tangH  -  f  )  =  Ao- A.  j7  +  A^;^  -As'^y 


')  Présentée  à  l'Acadéniie  des  Sciences,  dans  sa  séance  du  12  mai  1879. 
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Or,  nous  avons  ces  doux  identités 

1  M'cx  =  ta.ig  l^',  ^  'Çj  ^  tang  (j^  -  ■^), 

■?.  tang.r  =  tang  (  y  +  7  )  -  tang  ( t  -  f  )• 
Donc 

sécx  =  A„  +  Ao  — 1^  -f-  A,,  ^  +  A,-,^  H > 

lang.r  =  A,-|^  +  A,  '^  +  A,  ^  +  A, ':^  H 

Os  deux  formules  donnent,  on  le  voit,  les  développements  de  séca? 
et  de  tanga:,  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  et  elles  rendent 
manifeste  une  corrélation  remarquable  entre  les  coefficients  de  ces 
deux  développements. 

12.  Il  y  a  environ  deux  cents  ans  que  les  géomètres  ont  commencé 
à  s'occuper  du  développement  de  tangir,  et  probablement  de  celui  de 
sécr,  car  on  trouve,  vers  la  fin  du  xvii*^  siècle,  dans  le  Commerciiim 
epistolicum,  une  lettre  de  Grégory  où  il  est  question  du  premier  de  ces  . 
développements.  Toutefois,  il  nous  sendjle  que  ce  n'est  qu'en  ces 
derniers  temps  qu'on  a  eu  l'idée  de  considérer,  au  lieu  des  coefficients 
r/„  (jui  sont  fiaclionnaires,  leurs  numérateurs  A„  qui  sont  entiers;  de 
chercher  des  formules  simples  pour  calculer  ces  numérateurs;  enfin  de 
rapprocher,  connue  nous  venons  de  voir  qu'on  doit  le  faire,  les  deux 
développements  tie  sécx  et  de  tanga;.  L'honneur  en  revient,  croyons- 
nous,  à  M.  Catalan. 

Dans  lui  article  faisant  partie  de  ses  Noies  d'Algèbre  et  d'Analyse  (  '  ), 
M.  Catalan  pose  en  effet,  a  priori, 

séca;  =  C  II  +  Go  ^  H- G<  ^  H- Gi,  j^  +  •  •  •  ' 
tanga:  =  G,  ji^  ^  ^'l'j^^  +  G,'l^-h  G/^-'. . 


(  '  )   l'",\ti'ails  (lu  Tome  XI>1I   des  Mc/iioi/es  de  /'  Icadc/ttic  ravale  des  Scie/iees 
de  l!e  Inique;  1877. 
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<'t,  par  cela  seul,  il  ('taltlil,  ciilre  ces  tUnix  <lcv('l()|)p('menls,  le  rappro- 
tlienu'Dt  cju'il  faut  clablir.  De  plus,  il  considère,  coiiinie  on  le  voit,  non 
pas   le   coelficient  fractionnaire   de  x",   mais  le   eoefficiont  eiiliei-  de 

— f-   Enfin,    par    îles   consitUialions   tirées    des   <lévelop])cnienls   eiix- 

inèines,  il  obtient,  [)our  calculer  les  nombres  C,  la  formule 

2C„,,  =  (:;;(M,f;„  +  (::(;.(;„_.  +  c;;r;,G„_,  +  . . .  +  c;;g„c,„ 

qui  se  confond  avec  celle  que  nous  avons  obtenue  plus  liant  ((>)  pour 
le  calcul  des  nombres  A. 

Après  ce  travail  de  M.  Catalan,  il  ne  restait  plus  à  découvrir  que  la 
sif^niflcation  combinatoire  des  nombres  G,  lesquels  n'claient  encore  dé- 
finis que  par  les  dévelo|ipements  mêmes  où  ils  figurent.  Ce  prolilème 
est  résolu  par  le  présent  travail.  Il  est  clair,  en  effet,  que  les  coeffi- 
cients G  et  les  coefficients  A  ne  diffèrent  point.  Or,  d'après  ce  qui  j)ré- 
cède ,  les  nombres  A  possèdent  une  définition  condiinatoire  très 
simple,  très  nette,  et  par  conséquent  une  existence  pro])re,  indépen- 
dante de  tout  développement. 

Ainsi,  la  notion  des  permutations  alternées  donne  la  signification 
condjinaLoire  des  coefficients  des  développements  de  sécr  et  de  tangr, 
tout  comme  la  notion  des  combinaisons  simples  donnait  celle  des  coef- 
ficients du  binôme.  La  meilleure  manière  de  définir  le  coefficient  de  .z" 
dans  le  développement  de  (i  +ir)"',  c'est  de  dire  cju'il  est  le  nombre  des 
combinaisons  simples  de  m  oljjets  n  à  n.  De  même,  la  meilleme  ma- 

nière  de  définir  le  coefficient  de  —  dans  le  développement,  soit  de 

tanga%  soit  de  sécr,  c'est  de  dire  qu'il  est  la  moitié  du  nombre  des  per- 
mutations alternées  de  n  éléments. 


V.  —    Diveis  (Icveloppements  et  séries. 

15.  En  tenant  compte  de  la  forme,  flicile  à  déterminer,  des  dé\e- 
loppements  de  cota?  et  de  coséca?,  sappuyant  sur  les  développements 
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)bteiHis  ;  1 1  )  de  séc^-  cl  dv  Uxngx,  et  s'aidant  des  identités  simples 


cota;  =  ■  cot— taiiËf  — 

o  'i  'y  o  2 


i       ^  X  I  .  r 

cosec  j?  --=  -  cot  — 1 —  tang  —  ^ 


on  airi\e  à  ces  deux  développements  : 

I  A,      .r  A:, 


cota?—-        2.2_,,i        2''-i   3!        3«-i  5! 

I           ■?. — I    A,     r          ■>.' — I   A3  x'         9J  —  I   A-  :t''' 
cosec  X  ^^  — I — 7, •  — i  -I ; î  ôt  H — 5 j  ^7  +  — 

li.  En  (lifférentiant  par  rapport  à  r  les  développements  de  tano;a\ 
eot,r,  séca;  et  cosérar,  on  obtient  les  résultats  suivants  : 

■V^^  ^'i-f  ,vtti 

séc-a-  =  A,  -+-  A.,'—^  +  A,'r-f^  "^ '^- «T  "* 

I  A,  A:,      .r-  Aj      ./;* 

cosec- a:-  =   --,  h ! r r  -. ;; ri  +  •  '  •' 

u:-  2- — I  2* — 12!  2'' — I    -[l 

secj?  tang.r  =  Aj  — f  +  A.,  —  4-  A,,  y-y  +  As  ^  +  ■  ■  • . 
I  2  —  I   A,         2' — I  A3  -r-        2^ — I  A3  j"' 

COSeCa?  cota?  =  -:; ; 7  — r 1^ T   y-f   —  ■  ■  ■ 

vC  2    — I      2  2* —  I     2'    2  !  2^ —  I     2^    4  . 

15.  En  intégrant  les  formules  qui  donnent  tang.r,  c()t,r,  séco-  et 
coséca:,  et  choisissant  convenablement  les  constantes  d'intégration,  on 
arrive  à  ces  développements  : 

./,'"  .î'^  J.''^  iV^ 

L  eosj"  ::=  —  ^1  ^  —  AjT-j-  —  -^SfiT  —     "8~f       '"' 

,     .  _  A,      ./•-  A-,      a-'*  A,     jr''  A-     x" 

LsuKr  —  IjX  = 


2- — 12!        2' — il!        2'' — I  Gl 


Ltang  (  ;  4-  -  )  =  Ao  ~f  +  A2  vr  +  A,  ^.-i  -f-  A„  ;^  +  As  -7  +  ■ 


.  tans  '■ L  -  =  -, —  ^  4 


I    A,  ,r-         2'  —  I   .\3  .r' 


» 


2         2-  —  I     22. 


2" — I   A3  .r"         2' — I  A7  .r" 
a''— I  "?-  (H  "*"   2'*— I   TJ"  8T 
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i(».    En  comparant    les  dével()|)|)cni(Mils   de  src.r,  tang.r,   coi.r   et 
coscc.r  qui  |)rc(<'(l('iit  aux  quatre  loriniiles  coiimics  : 


(-i)'(a<-i) 
secar  —  -  ■» 


"S 


'^^-(2^-0^^ 


^?./  — 1)--^-  — .r= 


V  ' 

n'ia'  =  ■2X  y 

^  (f  j;'''  —  t'- TT- 
1 


cota-  = 1-  IX 

X 


coseca;  =  — \-  0.x 


1 


a-  ^t^'—  t"^ 


on  obtient,  ponr  toutes  les  valeurs  de  n  entières  et  supérieures  à  zéro. 


les  égalités  suivantes  : 


1     A,„ 


fin  1-1 

3-"+' 

5-"^-' 

-•2K-I-I 

T^ 

+ 

I 
3^ 

-+- 

5^ 

+ 

l^^fl 

|2« 

I 

+ 

I 

+ 

I 

+ 

I 

42,, 

(  2  /i  )  !    \  2 


(2/1  —  I ) !  \ 2 

A,„_, 


2  {2/1  —  i)!  2^"  —  I 

3-'"  !^"'  ~    2^"— I     (2«  — i)!V2/    ' 

<lont  la  troisième  et  la  quatrième  peuvent  se  tirer  de  la  seconde. 

17.  Toutes  les  formules  (13,  14,  la,  16)  de  ce  paragraphe  étaient 
déjà  connues;  mais  l'introduction  du  symbole  A„,  moitié  Au  nombre 
des  permutations  alternées  de  n  éléments  distincts,  leur  donne,  .selon 
nous,  un  nouveau  degré  d'intérêt. 
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VI.  —  Remarques  sur  les  fonctions  cllii>tiques. 

18.  La  tbiictioii  eliijjli(jiu'  À{a)  satisfait,  comme  on  sait,  à  réciiialioii 
(lilféreiiticlliî 

et  s<-  (lévelopjje,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable  .r, 
sous  la  forme 

Ma;)-^-p.f;+p.f;-P3^+---. 

dans  lacpielle  P,,  P^,  P;,,  ...  sont  des  polynômes  déterminés,  entiers 
par  rapport  au  carré  k-  du  modide. 

Or,  l'équation  différentielle  qui  précède  nousmonire  que,  lors(|iic 
k  =  \ ,  la  fonction X (ic)  se  réduit  à  l'expression  —  «  lang/a:,  dans  l.iquclle/ 

représente  y  —  '  •  S'  nous  nous  reportons  alors  au  développement 
donné  plus  haut  (i  i)  pour  tangj",  et  que  nous  représentions  toujours 
par  A„  la  moitié  du  nombre  des  permutations  alternées  de  n  éléments 
distincts,  nous  voyons  que,  pour  A-  =  i ,  le  développement  de  ).{x)  de- 
vient 

Il  s'ensuit  immédiatement  que,  dans  les  polvnômes  P, ,  P,,  P^,  .... 
qui  sont  entiers  en  k- ,  les  sommes  des  coefficients  sont  respectivement 
égales  aux  nondires  A3,  A.,,  A,,  . .  .. 

19.  De  même,  les  deux  fonctions  elliptiques  iJ-[-r),  v(ic)  satisfont 
respectivement  aux  deux  équations  différenliclh  s 

g,y^  (I -F)  s- (oF—i)a.=- /-,..■■, 
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cl  se  développent  respectivement  sous  les  formes 

p.(a;)  =  i-Q,  ^4-Q,^  -Q:>f5+---' 

dans  lesquelles  Q,,  Qo,  Q,,  ...,  R,,  Rj,  R3,  ...  sont  des  polynômes 
entiers  en  X- 

Or,  on  voit  facilement  que,  lorsque  k  =  i,  chacune  des  fonctions 
[J-{x),  v{x)  se  réduit  à  séc/,r,  la  lettre  «  représentant  toujours  le  s\ni- 
bole  \/ —  I . 

Donc,  lorsque  Â- =  i ,  chacun  des  développements  précédents  se 
réduit  à 

Donc,  dans  les  polynômes  Q,,  Qj,  Q,,  ....  comme  dans  les  poly- 
nômes R,,  Rj,  R3,  . . .,  les  sommes  des  coefficients  sont  respectivement 
égales  à  A^,  A,,  A^,  ..,  c'est-à-dire  aux  moitiés  des  nombres  des 
permutations  alternées  de  2,  ^,  6,  ...  éléments  distincts. 


Vil.  —  Propriétés  des  nombres  A„. 

20.  Le  nombre  A„  étant  le  coefficient  de  — ^  dans  le  développement 

soit  de  séca;,  soit  de  tanga;,  la  considération  de  ces  dévelo|?penients 
foiuMiit  diverses  égalités  où  figurent  les  nombres  A„.  Nous  ne  considé- 
rerons parmi  elles  que  celles  qui  nous  paraîtront  simples  et  intéres- 
santes. 

21.  Reprenons  la  formule  fondamentale 

(a)    2 A„+,  =  c;, A„ \„  4-  c;, A,  A„_,  +  c;-; A, A„_2  + . . .  +  c;; A„ A„, 
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que  nous  avons  établie  en  conunenrant  (6),  qui  subsiste  pour  toutes 
les  valeurs  d(>  n  supérieures  à  zéro,  et  où  les  coefficients  Cl)),  ('.,',, 
(  :;^,  .'.  . ,  C"  sont  ceux  de  la  n''""'  |)uissance  du  binôme. 

Celle  forinnle  constitue  une  relation  du  second  degré  enlic  i<'s 
nombres  A.  Ce  n'est  point  la  seule  relation  de  cette  espèce  cjui  existe 
entre  ces  nombres;  nous  allons  facilement  en  établir  plusieurs  antres. 

Pour  cela,  prenons  sinniltanément  les  deuv  formules 

t''»g (j  +  f  )  =  -^" -^  ''^' 7!  +  ^'-'b.  '^■^■■^'h.^ — 

(|ue  nous  avons  déjà  considérées  (11).  En  les  multipliant  membres  a 
membres,  et  remarcjuant  que  le  produit  des  deux  premiers  niend^res 
est  égal  à  l'unité,  nous  trouvons  la  fornuile 

(j3)       c;;a„.^„-c,:a,a„_,  +  c,>a,a„._,-...±c;;a„a„-o. 

(jui  est  encor<'  une  relation  Aw  second  degré  entre  les  nondjres  A,  ou 
les  coefficients  C  ont  la  niéme  signification  que  dans  la  formule  fonda- 
mentale, et  qui  se  rétluit  à  une  iilentité  éviilente  lorsque'  rindice  n  i-st 
un  nombre  pair. 

Cette  .seconde  formule,  combinée  avec  notre  formule  fondamentale, 
nous  fournit  immédiatement  les  diuix  relations 

(7)  A,,^,  =  c;;a„a„+-c,;AoA„^, -)-c,>,A„_,4-  .., 

[ù]  a„,,  =  c:a,a„_,  +  c,:a3A„_3-+-c;;a,a„_,  +  .... 

dont  la  seconde  a  été  donnée  ('  )  déjà  par  M.  Catalan,  dans  le  cas  p;ii- 
ticulier  où  n  est  un  nombre  pair. 

22.   On    trouve   encore    des   relations  du    second    degré   entre    les 
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nonihrcs  A,  en  parlant  de  ridciititc 

.r\  .  /u  •     ,z:\  ^  JT 

On  arrive  ainsi,  en  cHct,  aux  deux  relations 

(a)  2^«A,„  =  2q„A,A,„_,-t-^H:;;„A,A,„_,+...+  2^''-'(:^;;  'a.„^,a,. 

i   (^^"-■)A,„^,-2C^„^,A,A,„_, 
^■'         '  +2^'C„,,A,A,„_,  +  ...+2— C-;,,A,„A,. 

([ui  ont  été  trouvées  déjà  par  AI.  Cialaian  ('j,  et  ipii  sont  vraies  ponr 
toutes  les  valeurs  de  n  entières  et  supérieures  à  zéro. 

Lti  seconde  de  ces  formules  nous  montre  que,  pour  tontes  ces  mêmes 
\aieurs  ile«,  le  nombre  Aj„+,  est  divisible  par  2".  C'est  ime  |)ro|)i'iéte 
fort  curieuse  du  nombre  Ao,,^,,.  Il  s'ensuit  que  le  nombre  des  permuta- 
tions alternées  de  211  +  i  éléments  distincts  est  toujours  divisible 
par  2"*' .  . 

25.  Pour  obtenir,  entre  les  nombres  A,  des  relations  {\u  |)i-emier 
degré,  il  snlfit  de  partir  des  itlentités 

tangcT  cos.r  ^=  sin.r, 
séc.r  cosj"  =  I , 

d'\  rem|)lacer  cliaque  ligne  trigonométrique  par  son  tlé\eloppenieiil . 
puis  d'égaler  dans  les  deux  niembi'es  les  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances de  X.  On  trouve  ainsi,  après  cjuelques  transformations  lies 
simples,  les  deux  iormides 

(>; )  c^„.,  A,„^,  -  c:„^,  A,„_,  +  c^„„  A,„_, - . .  .±  c;;;;^,  A,  =  (-  i ,", 
[5]         <;;;„ A,„  - c^„  a,„_,  +  c'„a,„_, - . .  .±  c^;; a„ - ... 


(  '  )  L'x-.  cil. 
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I .;i  |)i'emi('i'('  de  cos  deux  lorniiilcs  iiionti'c  iiintu'dialciiicnl  que,  (|uaiul 
2/^  +  1  est  un  iiiiinhrc  pceiiiit'r,  Ao„j,|  —(— i)"  est  <li\isi!)le  par  ce 
nombre,  (l'est  là  une  pi'opriété  r(Miiar(inal)le  des  coefficiints  du  dév(>- 
loppement  de  tanj^.f. 

*2i.  On  peut  eneore  obtenir  tlenx  relations  dn  pi'eniier  degré  en 
eonsitléranl  les  deux  identités 

(i  +  C.OS2X-)  séc^a-  =  2, 
(i  +  ('os2ir)  séca'  lang>r  ^  2  sin.r, 

et  utilisant  les  dévelo|)penieiits  obtenus  plus  liant  (14)   pour  sée^.i' et 
pour  sécct- tangx.  On  trouve  ainsi 

0    (;la=„m-2C;;„a,„_.  +  2^c',a,„_3-  . .±  2=«-'c^;; A.  =  o, 
XI  (-„_,A,„-2c^„_,A,„_,+  2'c^„_^,A,„_,-...±2^''-'q«::=(-i 


i"— I 


'lit.  Dans  cbacune  des  relations  du  premier  degré  qui  précédent, 
les  indices  des  nomljres  A  sont  tous  de  même  espèce  :  tous  pairs  ou  tous 
impairs.  On  peut  obtenir  facilement  l'expression  de  Aj,,^.,  en  fonction 
des  \  précédents  d'indices  pairs,  et  aussi  celle  de  Ao„en  fonction  des  A 
précédents  d'indices  impairs. 

Considérons,  en  premier  lieu,  l'identité 

langa'  =  sécx  sinar, 

rem|)larons-y  cliaque  ligne  trigonométrique  par  son  développement,  et 
i(lenti(if)iis  !<'s  résultats    Nous  trouvons 

().)    A,„„  =  ci„„A,„-cL„A,„_,4-c;;„,.A,„_,-..  ±q;;;;A„. 

Considérons,  en  siH'ond  licni,  l'identité 

séco?  tanga?  =  séc-jr  sin  j:, 
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et  idiMilifioiis  encore  les  résultais  ([ii'on  oblieiil  en  remplaraiit  par  son 
développement  chacune  îles  (piantilés  aéc.x:  lang.r,  séc'.i'  cl  sina*.  Nous 
arrivons  à  celle  nouvelle  fornnile, 


[(j.)  A,„  =  c;„  ,A,„_, --(:;:„_,  A,„_,+  c^„.,A,„„.-...±q;;  ;  a 


2(>.  Enfin  on  peul  obtenir  une  relation  du  |)i'emier  degré  où  ligureul 
tous  les  indices  consécutifs  n,  /i  —  i ,  n  —  u,  .  . ..  En  partant,  en  effet, 
de  l'identité 

tane   y  H —      ces sui  -    =^  ces     +  sni  -  > 

'='  \  4  2  /    \  2  2    /  2  2 

on  parvient  à  l'égalité 

(  2"c;;a„-2"-'c:a„_,-2''-c;;a„_, 


/;  étant  la  partie  entière  de  la  traction  -• 

27.  Toutes  les  formules  (pii  précèdent  peuvent  être  employées  au 
calcul  de  proche  en  proche  des  nombres  A ,  mais  elles  ne  sont  pas  toutes 
également  commodes. 

Parmi  celles  du  second  degré,  les  plus  connnodes  .sont  les  for- 
mules (y)  et(rî).  Elles  permettent  chacune  de  calculer  les  nond^res  .A 
environ  deux  fois  plus  vite  cjue  par  la  formule  fondamentale  (a).  Elles 
offrent  cet  avantage  évident  de  ne  présenter  à  leurs  seconds  membres 
ni  signes  —,  ni  dénominateiu's.  On  leur  peut  re|iroclier  d'exiger,  pour 
chacun  de  lem's  termes,  deux  nudtiphcations. 

Parmi  les  formules  du  premier  degré,  les  plus  commodes  sont  les 
formules  (-/j),  [0),  (X),  (/j.).  Elles  ont  le  défaut  de  contenir  des  signes  —  , 
mais  leurs  seconds  membres  sont  exempts  de  dénominateurs,  et 
chacun  de  leurs  termes  n'exige  cpi'une  seule  nudliplication. 

On  peut  comparer  enfin  les  degrés  de  commodité  des  formules    y 
ot(o)  d'une  part,  et  des  formules  [-fj),  {9),  (X)  et  {[j.)  de  l'autre.  Le 
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raisoiuieiueiU  semble  insuffisant  poin-  décider  lesquelles  sont  les  plus 
avantageuses,  .le  pencherais  néanmoins  pour  les  fornndes  (7)  et  (5), 
(|ui  sont  du  second  degré,  mais  où  les  calculs  s'cffectu<'nt  sur  des 
nondires  plus  petits. 

'IH.  J.es  formules  cpii  précédent  se  déduisent  toutes  d'identités  rela- 
tives aux  deux  fonctions  sécx-  et  tangj".  En  considérant  les  identités 
analogues  relatives  à  coséca-  et  à  cot^,  on  obtiendrait  d'autres  for- 
mules, en  général  beauconj)  moins  simples  que  les  précédentes. 

Os  nouvelles  formules  d'ailleurs,  de  même  que  celles  qui  précèdent, 
|Knnraient  servir  à  leur  tour  de  points  de  départ  pour  de  nouvelles 
recherches.  Les  nombres  A  sont  liés,  en  effet,  les  uns  au\  nombres  de 
licrnouUi,  les  autres  à  ceu.x  d'Euler.  A  chaque  relation  entre  les 
uon)l)res  A  correspond  donc  ime  relation  entre  ces  divers  autres 
nombres,  la([uelle  évidemment  peut  .servir  à  les  calculer. 
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Développenicnt  d' une  fonction   à  nne  seule  voT'/ab/e,   dans  un 
intervalle    donné,    snivant    les    valeurs    moyennes    de    cette 
fonction  et  de  ses  dérivées  successives  dans  cet  intervalle; 

Pau  31.  h.  LÉAUTÉ. 


La  solution  des  problèmes  ordinaires  de  Mathématiques  consiste 
habituellement  dans  le  calcul  d'une  inconnue  au  moyen  de  quantités 
données,  et  peut,  en  général,  se  ramener  à  la  détermination  d'une 
fonction  assujettie  à  certaines  conditions. 

En  Analyse,  on  regarde  la  c{uestion  comme  résolue  lorsqu'on  con- 
naît complètement  cette  fonction ,  c'est-à-dire  lorscpron  est  à  même 
d'obtenir  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut  prendre  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  la  variable. 

Il  n'en  est  pas  ainsi  en  Mécanique  appliquée.  Les  seules  valeurs  de  la 
variable  à  considérer  sont  alors  les  valeurs  réelles,  et,  dans  la  plupart 
des  cas,  il  suffit  de  déterminer  la  fonction  cherchée  dans  un  certain 
intervalle  que  fixent  les  conditions  mêmes  du  mécanisme  étudié. 

C'est  la  ime  propriété  caractéristique  des  j)roblèmes  de  Mécanique 
appliquée. 

Mais,  au  point  de  vue  pratique,  il  en  est  ime  autre  non  moins  im- 
portante. La  valeur  numéricjue  de  la  fonction  inconnue  est  seule  utile 
et  l'on  doit  regarder  comme  équivalentes,  dans  les  applications,  toutes 
les  solutions  donnant  le  même  degré  d'approximation. 

En  d'autres  termes,  la  forme  analvtique  de  la  fonction  cherchée  est 

Joiini.  de  Math.  (3=  série),  lome  VII.  —  ,1iin  i88i.  24 
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presque  sans  intérêt,  et  l'on  doit  se  préoccuper  surtout  de  l'approxi- 
mation obtenue. 

Les  considérations  suivantes  justifient  cette  manière  de  voir. 

Tout  d'abord  la  soUition  rigoureuse  de  la  question,  si  l'on  pouvait 
l'avoir,  ne  saurait  être  réalisée  en  pratique  avec  une  exactitude  parfaite 
et  ne  vaudrait  pas  lîiieux,  par  suite,  que  toute  solution  approchée  don- 
nant précisément  le  degré  d'approximation  auquel  l'état  actuel  de  l'in- 
ilustrie  permet  d'atteindre. 

En  second  lieu,  les  équations  d'un  problème  quelconque  de  Méca- 
nique appliquée  sont  toujours  approximatives,  car  on  est  obligé  de 
faire  certaines  hypothèses  siu*  la  constitution  et  la  manière  d'être  des 
corps  qui  composent  le  mécanisme.  La  solution  analytique  de  ces 
équations  n'est  donc  pas,  en  fait,  d'une  exactitude  absolue. 

Enfin,  la  condition  à  laquelle  est  assujettie  la  solution  trouvée  d'être 
réalisée  ensuite  pratiquement  exige  que  les  résultats  auxquels  on 
arrive  soient  suffisanmieut  simples.  Cette  condition  seule  serait  de  na- 
ture à  faire  abandonner  la  solution  exacte  du  problème,  si  l'on  pouvait 
l'oijteiiir,  pour  une  solution  approchée  d'une  application  plus  facile 
qui.  en  raison  même  de  cette  facilité  d'exécution,  se  trouverait  donner 
finalement  une  précision  plus  grande. 

Si  l'on  considère,  en  outre,  qu'en  raison  des  difficultés  de  calcul  il 
est  .souvent  imjiossible  d'ari'iver  à  la  solution  analytique  rigoureuse, 
on  comprendra  l'intérêt  que  présente,  en  Mécanique  appliquée, 
l'étude  des  solutions  approchées,  et  de  quelle  utilité  est  leur  emploi. 

Mais  cet  emploi  exige  certaines  précautions. 

On  sait,  en  effet,  que  les  équations  approchées  ne  peuvent  pas,  en 
général,  être  différentiées  sans  qu'il  en  ré.sulte  des  erreurs  dépassant 
\os  limites  admissdjles.  On  peut  presque  toujours,  au  contraire,  les 
intégrer  sans  s'écarter  de  l'ordre  d'approximation  qu'elles  comportent. 

Il  suit  de  là  que  les  formules  approchées  dont  on  dispose  en  Méca- 
nique appliquée  sont  sin-tout  propres  à  fournir  les  valeurs  moyennes  (  '  ) 
des  quantités  qui  y  figurent. 

(')  .\ous  appelons  valeur  inovcniie  <le  f{,v)  ilaiis  riiitervalle  de  a  à  b  la  (|u;iii- 
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Il  faut  clone  ('vilcr  les  (lilïénMitiations  dans  le  calcul  des  inconnues 
ihi  |)rol)lénie,  et  il  y  a  toujours  avantage  à  exprimer  ces  inconnues  à 
laitle  des  valeurs  movennes  des  (juantités  dont  elles  dépendeiil. 

En  particulier,  dans  1<>  cas  le  j)lus  simple  où  l'inconnue  ne  dépend 
que  d'une  seule  \arial)le,  il  v  a  intérêt  à  substituer  au  développement 
de  Maclaurin,  où  entrent  l(\s  valeurs  de  la  fonction  et  de  ses  dérivées 
successives  en  un  point  déterminé,  un  autre  développement  procédant 
suivant  les  valeurs  moyennes  de  la  l'onction  et  de  ses  dérivées  dans  l'in- 
tervalle que  l'on  considère. 

C'est  ce  dévelop|)ement  que  nous  allons  indiquer,  et  les  considé- 
rations qui  précèdent  montrent  de  quelles  applications  il  est  susce])- 
tible. 


I.  —  Détermination  du  polynôme  en  a-  de  degré  n  tel  que  sa  tmleitr 
moyenne  et  celles  de  ses  n  premières  dérivées  successives,  dans  un  inter- 
valle donné,  soient  égales  à  n  -+-  i  quantités  données. 

Désignons  parj'  le  polynôme  cherché,  par  Y„,  Y,,  . . .,  Y„  les  valeurs 
fixées  ])oxn-  les  valeurs  moyennes,  dans  l'intervalle  considéré,  de  ce  po- 
lynôme et  de  ses  n  premières  dérivées;  para  et  b  les  valeurs  de  la  va- 
riable X,  qui  limitent  cet  intervalle,  b  étant  la  plus  grande. 

On  doit  avoir,  par  définition,  -  ■  . 


/ 


r'' 

—  /     Y  dx 

al     ' 


'",ly 


(i 


-, /     '-—-  dx  =  Y, , 

b  —  al      d.c  ' 

*-  il 

ï 

[     ■      r''d"Y  ,    _  ,- 

l  ■-  " 

mais,  le  polynôme  j'  étant  pris  sous  la  forme 


X"  ,       .r 


n-\ 


y  =  .A„  '-^  +  A ,  -^ r  H h  A„, 
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les  équations  de  cniiditioi)  (i)  deviennent 

6«+>  — rt"+i  h"  — a"  .         h  — a        ,, 

A„     -^^-j—     +A,       ^^___,      H l-A„_,  ^— =  (è-a)\,, 

et  l'on  on  déduit 


Aq  —  K^i.i  ^H. 

A  I  =  Koj    i„  H-  lV2,2  1«-|  » 

î 

■A»  ^  l'^H  +  1,1    1«  +    J^«+l,2    1  H-l  +  •  •    ■  ~!~  ■'^«t-l,»  hl    Ifl» 

les  quantités  K,  ,,  Ko,,  . . .,  R„^.,  „^,  étant  des  coefficients  numériques. 

Multiplions  la  première  équation  (2)par^>  la  seconde  par 
la  dernière  par  l'unité,  et  ajoutons,  nous  aurons 


^.  K  —  I 


I    ■ 


V  —  K  Y 


OU 


(  K»^..«  -t-  K»,«  y  )  Y,  + . . .  +  (  K„^,,,  +  R,,,,  -  +.'..  +  R,,,  ^  )  Y„ 

j=PoY„+P,Y,+...+  P„Y„, 

les  quantités  ?„,  P,,  .  . .,  P„  étant  des  polynômes  en  x  de  degré  égal  à 
leur  indice,  et  que  nous  désignerons  sous  le  nom  de  polynômes  auxi- 
liaires. 

Il  est  clair,  d'après  le  raisonnement  même  qui  vient  d'être  fait,  que 
les  polynômes  auxiliaires  sont  indépendants  des  valeurs  de  Y^,  Y,,  ..., 
Y„  que  l'on  s'est  donné,  et  ne  dépendent  que  des  limites  aetb  consi- 
dérées. 

Le  j)olvnôme  y  cherché  est  ainsi  déterminé  par  l'équation  qui  pré- 
cède, et  le  problème  posé  se  ramène  à  la  recherche  des  polynômes  P. 

Nous  allons  chercher  la  loi  de  formation  de  ces  polynômes. 
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II.  —  Dctemiination  i/cs  polynômes  auxiliaires. 

Afin  de  siniplifici-  les  calculs,  nous  supposerons  que  les  limites  de 
rintervalle  dans  lequel  varie  a:  sont  —  A  et  +  A,  c'est-à-dire  que  nous 

changerons  r  en  oc  H >  après  avon-  pose  b  —  a=  ■ili. 


Les  équations  de  condition  (i)  deviennent  alors 

I    r^'' 

^  —  Il 


,-4-/, 


où  il  faut  supposer 

7  =  PoYo  +  P.Y,+...  +  P„Y,, 

Un  en  déduit,  en  tenant  compte  des  degrés  respectifs  des  polynômes 

P     P  1^ 

^_^  ^  dV 

dx~    dx-''^   dx      -^    --^  '7Û     "' 

cJ}y_  _ 

dx''  ~ 


d"  Y 

TU-" 


dx- 

•^     dx-'     ^"' 

d"P 

et,  par  suite,  les  équations  (3)  peuvent  s'écrire  : 
Y„  /"     P„  f/x  +  Y,  r       P,  dr  +  Yo  r        V._cla:-h...+  Y„  f         P„  dx=  2h\\, 

^'1,  7à'^-^  +  ^^-J_,^   dF  ,te  +  ...  +  Y„/  ^^  ^doc=-2/>\„ 

Y,  /      '±±ldx  +  ..   +  Y„  /      '^dx  =  2/iY., 

J_,     dx-  "J^i^     dx- 


r^''d"P" 


ic)o  ■  '    ;     ;:  h.    i.kaute. 

Ces  relations  doivent  être  satisfaites,  quelles  que  soient  les  valeurs 
données  pour  Y„.  Y,,  .  .,  Y„;  elles  entraînent,  en  eonscquenee,  les 
équations  sui\anl(;s  : 

,.-4-/i  p+li  p+h  p  +  li 

/       Vgclx=^2h,     /       P,dx  =  o,        /  Vjdœ=^o,      ...,      /  V„dx-=o, 

r^'dv,  J        .      r^'dP,   ,  r''dp„    , 

I       —r^ux=ih,      I       —r-   dx^=o,       ...,      1       —7—    dœ  =  o, 

4)  {  r-^'d'V,,         J  r^''d'-p„  J 

I       —7-Tdx=2n,    ....     I       —T.,  dx  =  o, 
.'    ,     d.c'  !    ,     d.r' 

^   —  Il  •         h 


/^''d"P 
V^dx=2h. 


,     dx"- 

h 


Ces  équations  suffisent  pour  déterminer  les  polynômes  auxiliaires,  ear 
pour  chacun  d'eux  on  a  un  nonibr(>  d'écjuations  égal  à  son  degré  aug- 
menté d'une  unité,  c'est-à-dire  égal  au  nombre  de  ses  coefficients. 

Elles  montrent  que  chaque  polynôme  P  est  indépendant  du  degré  n 
du  polynôme  y  cpie  l'on  veut  former,  et  ne  dé|)end  que  de  son  degré  à 
lui-même.  Les  i)olynômes  auxih'aires  forment  donc  une  suite  indéfinie 
parfaitement  déterminée. 

Ceci  posé,  remarcjuons  que,  si  nous  considérons  les  n  équations 


h     nr,  r.+  l' 


I       '-j^dx=o,      /       '—j-!^dx=o,      ...,       i       -j--^dx=2h, 

J_i.      dx  J_^^     dx'  J^     dx" 

rfP 
qui  déterminent  -yr'  ^lles  sont  identiques  aux  n  équations 

fj.^^dx^O,        /^%./.=  0,        f^'-^dx=2k, 

qui  déterminent  P„_,  ;  on  a,  par  suite,  , 

dP„ 


P       — 

'  "-'  ~    dx 


chaque  polynôme  P  est  donc  la  dérivée  de  celui  qui  le  suit 
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C'csl  là  une  propriété  fondameiitiile  des  polynômes  auxiliairos,  pro- 
pri('l('>  ((iii  1(!S  fait  rentrer  dans  la  classe  d(>s  polviiôiiies  étiidit's  |)ar 
M.  Appel!  (  '  )  et  détiuis  par  la  relation 


Nous  re\ieiidi'oiis  plus  loin  sur  ce  point. 

l'otir  le  moment,  nous  elierclicroiis  à  calculer  les  polynômes  en  ques- 
tion, et,  dans  ce  but,  nous  les  prendrons  sous  la  forme 


.1"  „     ,     X 


tt-i 


P„=B„— +B,A-^^^ ^+...H_B„A''. 

On  voit  tout  d'abord  que,  par  suile  de  la  forme  particulière  clioisie 
pourl',,,  les  coefficients  Bo,  B,,  . .  .,  B„  forment  une  suite  indépendante 
de  l'indice  du  polynôme  P  que  l'on  considère,  c'est-à-dire  qu'ils  sont 
les  mêmes  dans  tous  les  polynômes  P  oi'i  ils  entrent. 

dV 
En  effet,  puisque  P„   ,  est  égal  à  —j-^  >  on  a 

P„_,  =  B„  ^^^^  +  B,A -^^ +. .  .-i- IV, /'«-, . 

et  les  coefficients  sont  bien  les  mêmes  que  ceux  de  F„. 

Le  problème  revient  donc  à  déterminer  la  suite  des  coefficients 
B„,  B,,  .  . .,  B„. 


III.  —  Loi  de  formation  des  coefficients  des  polynômes  auxiliaires. 
Fonction  génératrice  de  ces  coefficients. 

Les  n  +  I  équations  qui  déterminent  P„  sont,  comme  nous  l'avons 

*-  —  h  '-    -   Il 

J_        dx"--'  J    .      dx" 


(')  Api'kll,  Sur  une  certaine  clasac  de poh  ndnics  (  innalcs  de  l'Ecole  /\'or- 
niale.  'î'  série,  t.  IX;  1880). 
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elles  peuvent  s'écrire,  en  raison  de  la  l'orme  choisie  pour  P„, 

On  détluit  de  ces  équations,  en  partant  de  la  dernière  et  opérant  de 
])roclie  en  proche, 

K„       B,  B,       B3 

Bo=i,     B,  =  o,     ^  +  —  =  0,     —  +  -=0,      ..., 

et,  en  général,  si  p  est  pair, 

.-X  B,        ,        B,        ,  ^B,,., 


■    '  P 

et  si  /;  est  impair, 


o. 


B„  B,  B 


'   '  pi      jj  —  -.il  I 

Ces  relations  montrent  que  les  coefficients  B„,  B,,  .  .  .,  B„  sont  indé- 
pendants des  limites  A  et  —  h  considérées,  et  c[ue  ce  sont,  par  suite, 
des  nombres.  De  plus,  B,  étant  nul,  tous  les  coefficients  d'indice  im- 
pair le  seront  aussi,  c'est-à-dire  que,  dans  chaque  polynôme  P,  les  puis- 
sances successives  de  œ  iront  en  décroissant  de  deux  unités. 

Cherchons  la  fonction  génrratrice  des  coefficients  B„,  Bj,  .  ..;  celte 
fonction  esl  définie  par  l'équation 

o{x)  ^  B„  4-  B,^-  -f-  .  .  .  +  B„,.r=?  +  . . .  ; 

multiplions  respectivement  les  deux  membres  par  les  deux  membres 
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do  l'identité 


pX_i_  „~x 


^27-t-l 


a  7  +  I 


nous  aurons 


[x)- — -_ =  B„a-  +  ]>,, 


B,, 

3! 


15, 

31 

\\ 

5: 


+ 

M- 

15...  -: 

3! 

5  ! 

B„ 

•iy-l-i! 


X 


■iq^h 


Or,  d'après  la  relation  (G),  le  coefficient  de  ^-'''^  '  est  nul;  on  a  donc, 
puisque  B^  est  égal  à  l'unité, 


o[x) =  X, 


ce  qui  donne,  pour  la  fonction  génératrice  cherchée, 

0  x)  —  —--■ -, 

et  conduit,  pour  la  valeur  d'un  coefficient  quelconque  B^,,,  à  l'expres- 


sion 


2  n  !  B„, 


2n   [  _1^ 


e^-\-  c~ 


(Li-" 


Telle  est  l'expression  générale  des  coefficients  des  polynômes  auxi- 
liaires; calculons  maintenant  la  fonction  génératrice  de  ces  poly- 
nômes. 

IV.  —   Fonction  génératrice  des  polynômes  auxiliaires. 

Il  nous  suffira  de  chercher  la  fonction  génératrice  ij;!-^-)  des  poly- 
nômes de  degré  impair,  car  nous  en  déduirons  immédiatement  celle  des 

Joiirn.  de  Math.  (3"  série),  tome  VU.  —  Juin  iSSi.  '  23 
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polynùnu's  de  dogré  pair.  Eu  effet,  eliaciin  de  ces  derniers  étant  la  dé- 
rivée du  j)()lviiniiie  de  d(>gré  impair  dont  le  degré  est  snpéri(>ur  d'une 
unité,  il  est  clair  iine.  pour  avoir  leur  lonelion  génératrice,  il  sulfira  de 
diviser  par  r  la  (l<  ri\ée  de  ({/(.i-^)  par  rapport  à  .x-. 
I,a  suite  des  |)()lvuùnies  de  degré  impair  est 


B,a;     B„'^  +  B,h-j.     BofJ  +  B,/r  Ç  +  B.,A^  ■^', 


•-     B„T 


,.2,.  H 


J>  +   1 


BJi- 


,.2/)-l 


2J}- 


-.+...+  B„,,/r/'- 
I  !  -'1 


la  fonction   génératrice  cherchée  i{/(.rz)   peut  donc  se  mettre  sous  la 
forme 


^(*-:;)  =  B„- 


/iz 


Bot 


B„ 


i^r 


(/..)' +  b4 


Bo 


il 

3! 


r.  ! 


(/iz] 


B 


B., 


2J,- 


3! 
11 


Bo 


.r\2/'-i 


+  B 


2/1  —  I  ! 


°\h 


ip 


I 


[hz) 


2/)  1-1. 


Ceci  posé,  formons  l'expression 

et  multiplions-la  membi-e  à  membre  par 


— — — = xz  -f-  ^J-^  + . . .  4-  ^ — =— ^ 

2  3!  2/>-t-i! 
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nous  aurons 


?(/'  =  ) 


=  B, 


.f 


/^--  +  B./-; 


'•©" 


3! 


i/i. 


c'est-à-dire 


il.  par  suite, 


^{h: 


P^-  P~XZ 


B, 


P--  V  h 


3! 


^(■rz), 


^{.rz] 


2ks       e'^'—e-^-        ,     e^~—e- 


p/<z_,i-/i: 


„ltz „-/,:' 


f/iz)"" 


d'après  la  valeur  que  nous  avons  obtenue  précédemment  jjoim-  la  foiic- 


lion  9  génératrice  des  coefficients. 


La  fonction  ij;(j";)est  relative  aux  polynômes  de  de^ré  impair;  pour 
en  déduire  la  fonction /(^rs)  génératrice  dos  poh  nomes  de  degré  pair, 
il  suffit,  comme  nous  l'avons  dit,  de  poser 


on  en  déduit 


y\^'^> 


w     — 


^'>n    


z^  hz 


fjXZ  _i_  />~XZ 


L       </^'"^'        J.-=u' 

L  ch'"  J--=o' 


Il  est  clair  cpie  les  deux  formules  obtenues  rentrent  l'une  dans  l'autre 
et  que  l'on  peut  prendre  j)our  fonction  génératrice  des  polvnômes  auxi 
liaires,  quelle  que  soit  la  parité  de  leur  degré, 


2hz 
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on  a  ainsi,  pour  expression  générale  des  polynômes  P„, 


,/" 


iliz. 


,.l'-'  —  p-hz 


ch" 


l 


y.  —  Propriétés  caraclérlstiqiirs  tics  polynômes  auxiliaires. 

Ta's  polynômes  auxiliaires  dont  nous  Aenons  de  trouver  la  fonction 
génératrice  jouissent  de  deux  propriétés  (jiii  nous  ont  servi  à  les  déter- 
miner, et  sur  lesquelles  il  est  utile  que  nous  insistions. 

Ces  deux  propriétés  sont  les  suivantes  : 

i"  Chacun  des  polynômes  est  la  dérivée  du  polynôme  de  degré  im- 
médiatement supérieur  ; 

2"  La  valeur  moyenne,  dans  l'intervalle  considéré,  d'un  polynôme 
(juelconque,  est  égale  à  zéro,  sauf  j)our  le  |)remier  dont  la  valeur 
moyenne  est  égale  à  l'unité. 

J.a  méthode  même  que  nous  avons  suivie  pour  la  détermination  des 
polynômes  auxiliaires  montre  que  les  deux  propriétés  dont  il  s'agit  sont 
caraelérishques  de  ces  polynômes,  j)uis(jue  c'est  en  nous  appuyant  sur 
elles  seulement  (jue  nc^us  avons  pu  les  trouver  11  peut  n'être  pas  sans 
intérêt  de  démontrer  directement  ce  point  important. 
Pour  cela,  remarquons  que,  d'après  la  relation 


P«-. 


la  fonction  génératrice  de  ces  polynômes  est  de  la  forme 

ainsi  que  l'a  démontré  jM.  Appell  {').    . 
C)n  a  donc 


(' )  Appell,  loc.  cil. 
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Prenons  la  valeur  moyenne  des  deux  membres;  on  obtient,  d'après 
la  seconde  propriélé, 


et  comme 


on  en  déduit 


M=-)=      ""■ 


ce  qui  donne,  pour  la  fonction  génératrice, 

■'.  //  c 


:  e''. 


expression  trouvée  précédenniUMit. 

Nous  indiquei'ons,  pour  conij)bter  l'étude  des  polynômes  auxiliaires, 
certaines  propriétés  particulières  qu'ils  présentent. 

Il  a  été  démontré  au  ^  III  (pie  ces  polynômes  avaient  tous  leurs 
ternies  de  même  parité;  nous  savons,  de  plus,  que  leurs  valeurs 
moyennes  dans  l'intervalle  tle  —  /*  à  -f- /?  sont  toutes  nidles,  sauf  en  ce 
qui  concerne  le  premier.  Si  donc  nous  prenons  un  jiolynôme  de  degré 
impair  autre  que  celui-là,  il  devra  avoir  des  valein-s  de  signes  con- 
traires pour  —  h  et  -h  h  d'après  la  première  propriété  rappelée,  et  des 
valeurs  égales  d'après  la  seconde. 

Il  en  résulte  que  tous  les  polynômes  de  degré  impair  admettent  pour 
racines  —  />,  zéro  et  +  /(,  excepté  le  premier  qui,  ainsi  que  nous  l'avons 


vu,  est  égal  a  x. 


Quant  aux  polynômes  de  degré  jiair  qui  sont  les  dérivées  de  polv- 
nômes  de  degré  impair,  ils  auront  tous,  d'ajirès  le  tliéorème  de  lîollc, 
au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  —  /i  et  zéro,  et  au  inf)ius 
une  entre  zéro  et  -+-  h. 

Il  est  d'ailleurs  facile  tle  reconnaître  que  les  ]>olynômes  auxiliaires, 
quelle  que  soit  la  parité  de  leur  degré,  ne  peuvent  avoir  dans  l'inter- 
valle de  — h  à  -\-h  d'autres  racines  réelles  que  celles  iiuliquées.  En 
effet,  considérons  l'un  quelconque  d'entre  eux,  P„  ;  ses  dérivées  succès- 


sives  sont  IVi- '*«  2- ••  ■ '*i.  1',,;  ^i  l'*'"  substitue  dans  P„_,,  P„_2,  ...,I\ 
les  quantités  — h  et  -f-/;,  les  résultats  obtenus  sont  égaux  s'il  s'agit 
d'iui  polynôme  tle  degré  pair,  et  sont  nuls  si  c'est  un  poUiiônie  tie 
degré  impair  que  l'on  considère.  Il  n'y  a  donc  pas  de  variation  perdue 

jusqu'à  P._,  ([ni,  e!an(  égal  à     '     ^  , — ,  est  positif  pour  —  /;  et  -f- A.  ^lais 

P,  passe  de  la  valeur  — /i  à  la  valeur  -h /i  et  Pj,  reste  égal  à  l'unité; 
deux  \ariations  sont  par  suite  perdues  et,  d'après  le  théorème  de 
Fourier,  il  v  a,  au  [dus,  deux  racines  l'éelles  dans  l'intcn-valle  consi- 
déré. 

Nous  ajouterons,  jîour  terminer  l'étude  de  ces  [polynômes,  qu'ils  n'ont 
[)as  forcément  tontes  leurs  racines  réelles.  On  constate  aisément  que 
le  polynôme  P,  a  quatre  racines  imaginaires  représentées  par 


X 


-V''"1? 


VI.  —  Développement  (V une  Jonclion  dans  Vinleivalte  de  —  h  à  -\-  h 
en  série  de  polynômes  auxiliaires. 

Nous  avons  établi,  dans  la  théorie  qui  [ivécède,  c[ue  pour  former  le 
polynôme  de  degré  «  tel  que  sa  valeur  moyeinie  et  celle  de  ses  n  dé- 
rivées successives  dans  l'intervalle  de  —  A  à  +  h  soient  des  quantités 
données  Y„,  Y,,  . .  .,  Y„,  il  suffisait  de  former  rex[3ression 

PnY„  +  P,Y,+...+  P„Y„. 


0        (I 


où  P|,,  P,,  •  ■>  1\/  sont  les  polynômes  auxiliaires  que  nous  savons  cal- 
culer. 

Nous  avons  reconnu  de  plus  que  ces  [wlynômes  formaient  une  suite 
indéfinie  et  que  chacun  d'eux  était  indé[)endant  du  degré  de  polynôme 
(|ue  l'on  voulait  former. 

Il  résidte  de  là  que  nous  [)ouvons  étendre  indéfiniment  le  dévelo])- 
jiement  auquel  nous  sommes  arrivé  et  représenter  une  fonction  quel- 


Di;vELOi'i>i::\iK,N T  n  dnf.   foivction   a   uni-:  seui.k  vmuablk       iqq 
conque  de  œ,  dans  l'inlcrxallo  de  — /^  à  -h  h,  par  la  série 

(h-\*''       r.   /  (/'-y\+'' 


Nous  in(li(|nei-ons  ici  les  premiers  termes  de  ce  développement  en 
n'niplaçaiU  I'„,  F,  par  leurs  valeiu's  ol^Lcnius  |)lus  haut, 

y  =  (moy.  J)^,^-  j-^  (moy.  ^.  )_^  +  _^-^  (moy.  ^,  j_^^ 


3.3! 


3  .r^  —  I  o  A  -  .r  3  4-  7  /i»  .r  /  f/'  )•  \  +'' 
T-r-^ mov.  -7-^3 

Sj-"—  i5/t-x*+  iih''x-  —  ^lâ  (  (/■'r\+'' 

mov. 


3.6!  V   ''  v/^f^/-/< 


(  cI-yY" 

mov.  -^ 


3.7!  V 

On  voit  que,  lorsque  rinter\alle  con-itléré  diniiaue  indéfiniment, 
c'est-à-dire  lorsque  h  tend  vers  zéro,  la  série  précédente  devient  celle 
de  Maclauriii,  ce  qui  [louvait  se  prévoir  a  priori. 

Dans  la  plupart  des  questions  de  Mécanique  appliquée,  il  suffira 
(l'emplover  les  deux  ou  trois  premiers  termes  du  développement. 

Cela  revient  à  remplacer  la  courbe  représentatrice  de  la  fonction  in- 
connue soil  par  une  droite  eompren;int  la  même  aire  totale  et  parallèle 
à  la  corde  extrême,  soit  par  un  arc  de  parabole  à  a\o  vertical,  détachant 
une  aire  érpiivalente,  avant  sa  corde  extrême  parallèle  à  celle  de  la 

courbe,  et  tel  que  la  valeur  moyenne  de  -~  soit  la  même  que  celle  (|ui 

correspond  à  la  courbe.  Dans  les  deux  cas,  la  lii^ne  sidjstituée  à  la 
courbe  réelle  traverse  donc  cette  dernière  de  manière  à  déterminer 
une  surface  équivalente  et  à  avoir  la  même  direction  moyenne. 

Il  en  résulte  que  les  erreurs  à  craindie  dans  l'intervalle  considéré 
seront,  en  général,  moindres  que  si  l'on  eût  tait  usage  de  la  fornudiMle 
Maclauiin. 

Celle  formule,  en  effet,  qui  donne  une  grande  approximation  dans 
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les  ciiviroiis  du  point  de  dépari,  expose  à  des  erreurs  très  sensibles  dès 
que  l'on  s'éloigne  de  ce  point  particulier. 

(  )r.  dans  les  questions  de  Mécanique  pratique,  c'est  surtout  la  marche 
générale  dupliénomène  qu'il  importe  de  saisir  plutôt  que  son  expres- 
sion exacte  en  un  point  donné.  Aussi  convieudra-t-il,  rlans  la  généralité 
des  cas,  d'emplover  de  préférence  le  mode  de  dévelojjpement  que  nous 
venons  de  faire  connaître. 
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Remarques  sur  les  Mémoires  relatifs  à  la  théorie  de  la  lumière, 
renfermés  dans  les  Exereiees  d' Analyse  et  de  Physique 
mathématique  de   Cauchy  ; 

Par  m.  Émiii;  I\IATU1EU. 


Il  y  a  plus  de  dix-huit  ans  que,  m'occupant  de  la  théorie  de  la 
lumière,  je  lus  pour  la  première  fois,  dans  les  Exercices  d'Analyse  et 
de  Physique  mathématique  de  Cauehy,  les  IMémoires  qui  sont  relatifs  à 
cette  théorie  et  que  j'en  vérifiai  tous  les  calculs  avec  le  plus  grand  soiu. 
Cette  lecture  me  conduisit  presque  immédiatement  à  faire  différentes 
remarq'ues  sur  cet  Ouvrage,  et  je  les  communiquai,  à  cette  époque,  à 
Poncelet,  qui  m'engagea  à  plusieurs  reprises  à  les  publier  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences.  Cependant  je  ne 
pus  me  résoudre  alors  à  pul)lier  des  critiques  sur  le  travail  d'un  géo- 
mètre qui  s'était  acquis  tant  de  réputation. 

J'ai  encore  de  cette  époque  plusieurs  manuscrits  sur  la  théorie  de  la 
lumière,  et  j'ai  publié  postérieurement  un  travail  sur  cette  théorie 
[Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lumière  [Journal  de  Mathématiques , 
18GG,  et  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  'î"  série,  t.  X)j;  toutefois, 
jusque  dans  ces  derniers  temps,  je  n'avais  pas  rédigé  les  remarques  cri- 
tiques dont  je  parle.  Étant  aujourd'hui  plus  connu  dans  la  Science,  je 
ne  me  crois  plus  obligé  à  la  même  circonspection,  et  j'ai  pensé  qu'elles 
pourraient  avoir  encore  quelque  intérêt,  précisément  à  cause  de  la  célé- 
brité du  géomètre  auquel  elles  s'adressent.  Ces  réflexions  portant  sur- 
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tout  sur  (les  considcralions  physiques  ou  m(kaiii(juos,  j"ai  pu  les 
retrouver  sans  peine,  et  mes  souvenirs,  au  bout  de  dix-huit  ans,  ont  été 
assez  précis  pour  que  la  Note  que  je  pubhc  (hffère  peu,  je  crois,  de 
celle  que  j'aurais  publiée  à  cette  époque. 

Ces  remarques  sont  si  faciles,  que  je  suis  porté  à  croire  que  plusieurs 
géomètres  se  les  sont  faites  à  eux-mêmes  ;  mais,  comme  elles  ne  jjarais- 
sent  pas  avoir  été  publiées,  elles  peuvent  avoir  encore  quelque  utilité. 

Premier  Mémoire.  —  Quoique  ce  Mémoire  ait  pour  titre  :  Sur  les 
moiH'cmenls  infiniment  petits  d'un  système  de  molécules  sollicitées  par  des 
forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle,  le  but  de  l'auteur  est  d'établir 
les  principes  de  la  théorie  mathématique  de  lîi  lumière. 

Après  avoir  établi  les  équations  différentielles  du  mouvement,  et 
après  avoir  supposé  que  la  constitution  du  système  donné  de  molé- 
cides  est  partout  la  même,  il  imagine  des  ondes  planes  qui  se  propagent 
parallèlement  à  elles-mêmes,  et  dont  le  mouvement  satisfait  aux  équa- 
tions différentielles;  les  déplacements  2,  vj,  Ç  de  chaque  molécule  se 
trouvent  être  des  expressions  trigonométriques  de  la  forme 

'     ■  aco?>[ux -h  vy -\- wz  —  st), 

h  co?,{ux  -f-  vy  ~t-  wz  —  st), 
ccos{ux  -+-  i'Y  -+-  wz  —  st), 

nndtipliécs  par  une  même  exponentielle 

t-  ) 

K,  S  sont  des  constantes  et  R  est  la  distance  de  la  molécule  vibrante 
au  plan 

(a)  \]x-i-Yy-^Wz^o. 

D'après  ces  formules,  le  mouvement  se  propageant  eu  ondes  planes 
parallèles  au  plan 

ux  +  i>y  -hivz  =  G, 
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chaque  molécule  ilccrit,  en  général,  une  ellipse  dont  l'auleur  doiuie  les 
équations. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  le  niouvenienl  vibratoires  ellipliejue  \w  peut, 
eu  général,  se  propager  dans  un  cristal.  Si,  en  effet,  un  rayon  polarisé 
elliptiquement  tombe,  par  exemj)le,  sur  un  spath  d'Islande,  on  sait  (pie 
ce  rayon,  en  pénétrant  dans  le  cristal,  se  décompose  en  deux  rayons, 
l'un  ordinaire,  l'autre  extraordinaire,  et  en  général  un  rayon  tond)ant 
sur  un  cristal  uniaxe  ou  biaxe  se  décomposera  en  deux  rayons  dont 
les  vibrations  seront  rectilignes  et  correspondront  à  deux  ondes  planes 
différentes. 

Si  un  milieu  est  isotrope  ou  que  la  projiagation  du  mouvement  dans 
l'éther  s'effectue  de  la  même  manière  dans  tous  les  sens,  un  rayon  po- 
larisé elliptic|uement  en  tombant  sur  ce  corps  donne  un  rayon  réfracté 
qui  est  aussi  polarisé  elliptiquement;  mais  alors  il  est  inutile  de  consi- 
dérer comme  sunples  ces  ondes  à  vibrations  elliptiques,  puisqu'elles 
peuvent  être  considérées  comme  la  superposition  de  deux  ondes  planes 
simples  à  vibrations  rectilignes,  de  phase  différente  et  rectangulaires 
entre  elles. 

A  la  vérité,  certains  cristaux  sont  doués  du  pouvoir  rotatoire  et  des 
vibrations  elliptiques  peuvent  s'y  propager  ;  mais  il  est  bien  aisé  de  voir 
que  les  équations  de  Cauchy  ne  peuvent  convenir  à  ces  milieux.  En 
effet,  si  dans  les  équations  de  Cauchy, 

etc., 

on  exprime  que  le  milieu  est  isotrope,  et  que  jiar  conséquent  ces 
équations  ne  changent  pas  de  forme  par  une  transformation  de  coor- 
données rectangidaires,  alors,  d'après  un  calcid  extrêmement  facile, 
longuement  développé  par  Clauchv  (p.  loi  à  i23),  on  reconnaît  que  <) 
et  y  sont  des  fonctions  de  ir -\-  ^'•-\-w^  et  {voir\).  l'i'j  à  i/p)  il  ne  se 
produit  que  deux  ondes  |Dlanes  simples  parallèlement  à  un  plan  donné, 
l'une  dans  laquelle  la  vibration  est  transversale,  l'autre  dans  laquelle 
la  vibration  est  longitudinale.  Or,  si  l'on  prend  uue  dissolution  douée 
du  pouvoir  rotatoire,  elle  peut  évidemment  être  considérée  comme  un 
corps  isotrope,  et  il  résulte  des  idées  de  Frcsnel,  qui  ont  été  sur  ce 


jo4 
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])oiiit  adoptées  par  tous  les  physiciens  et  les  géomètres,  que,  parallè- 
lement à  un  plan  donné,  il  se  propage  dans  ce  corps  deux  ondes  planes 
dont  la  vitesse  de  projiagalion  est  différente,  et  dans  lesquelles  la  vibra- 
tion est  transversale  et  circulaire.  Ainsi,  sans  être  obligé  aucunement 
de  former  les  équations  différentielles  relatives  au  pouvoir  rotaloire,  on 
reconnaît  que  les  équations  de  Cauchv  ne  peuvent  expliquer  ce  phé- 
nomène, même  dans  le  cas  le  plus  simple. 

Portons  maintenant  notre  attention  sur  le  coefficient  par  lequel  se 
trouvent  multipliées  les  compo.santes  H,  ti,  'Ç,  de  la  vibration,  et  qui  a 
pour  valeur 


(^.(T^', 


K  étant  négatif  et  R  étant  la  distance  de  la  molécule  vibrante  au  plan 
dont  l'équation  esl  [a).  Le  facteur  e"*'  est  étranger  aux  phénomènes 
de  la  limiière;  la  quantité  de  la  lumière  qui  se  propage  ne  doit  pas  non 
]ilus  ^arier,  par  suite  de  l'extinction,  comnie  e''",  mais  comme  e~""', 
r  étant  la  distance  de  la  molécule  au  plan 

(^)  iir  +  vy  -+-  wz  =  o 

parallèle  aux  ondes,  comme  on  peut  le  démontrer  par  ini  raisonne- 
ment élémentaire  employé  dans  les  Ouvrages  de  Physique;  de  plus, 
le  coefficient  w  peut  varier  avec  les  quantités  ii,  e,  (r,  qui  déterminent 
le  plan  [b)  et  la  longueur  d'onthdation  de  la  lumière. 

jMais  ce  que  je  veux  surtout  faire  remarquer,  c'est  que  les  équations 
différentielles  de  Cauchy  doivcnit  être  considérées  a  priori  comme  ne 
pouvant  s'appliquer  qu'au  mouvement  de  la  lumière  dans  les  corps 
parfaitement  diaphanes,  et,  par  suite,  comme  impropres  a  tenir  compte 
de  l'extinction  de  la  lumière. 

En  effet,  quand  un  rayon  de  lumière  se  propage  en  s'affaiblissant, 
c'est  qu'une  portion  de  la  lumière  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de 
chaleur  rayonnante  .se  change  en  chaleur  obscure  en  .se  fixant  dans  le 
corps.  Si  nous  supposons  que  le  mouvement  se  propage  en  ondes 
planes  tl'une  certaine  cotdeur  ou  d'une  durée  de  vibration  déterminée, 
alors,  quand  l'onde  passera  d'une  position  à  une  position  suivante  infi- 
niment voisine,  une  partie  du  mouvement  se  propagera  sans  changer 
dénature  et  en  conservant  la  même  duiéc  de  vibration,  une  atitre 
partie  changera  de  nature. 
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Do  ces  (l('ii\  |)liriioin(''ii('s,  on  pcMit  n'en  cxaiiiinci'  (lu'iin  scii 
j)r('ini('r,  qui  csl  le  plus  simple,  mais  c'est  à  la  coiuliliou  d'iulroduire 
dans  les  équal ions  dilic  reutielies  des  termes  qui  tiennent  compte  de 
l'absorption  de  la  lumière,  ainsi  qu'on  tient  compte  en  Mécani(pie  des 
froltemenls,  sans  être  oljligé  de  connaître  exactement  leur  nature,  il 
faudra  donc,  poin*  avoir  égard  à  l'absorption  de  la  lumière,  inli-odiiire 
dans  les  équations  différentielles  des  termes  analogues  à  ceux  que  Navier 
a  fait  entrer  dans  les  équations  différcnliel  les  dt^  rilydrodynami(pio,afin 
d'avoir  égard  à  la  cohésion  des  liquides.  Ce  n'est  qu'à  cette  condition 
fju'on  pourra  introduire  dans  les  intégrales  du  mouvement  vibratoire 
le  coefficient  e^""'  dont  j'ai  parlé  ci-dessus,  et  qui  exprime  l'extinction. 

Ainsi,  on  reconnaît  que  les  écjuations  de  Caucliy  ont  une  généralité 
qui  est  étrangère  aux  phénomènes  de  la  Physique.  En  général,  un 
mouvement  simple  par  ondes  planes  se  ferait  d'après  ses  équations 
avec  vibrations  elliptiques,  ce  qui  est  contraire  au  phénomène  ordi- 
naire de  la  double  réfraction,  et  ses  équations  ne  peuvent  expliquer 
la  polarisation  rolatoire.  quand  la  vibration  est  effectivement  circu- 
laire ou  elliptique.  Enfin  ses  équations  sont  tout  à  fait  hnpropres  à  ex- 
primer l'extinction  de  la  lumière. 

Deuxième  Mémoire,  p.  33.  —  Il  a  pour  titre  :  Sur  les  mom'ements infi- 
niment petits  de  deux  systèmes  de  molécula  qui  se  pénètrent  mutuellement . 
Comme  le  dit  l'auteur  à  la  page  37,  son  but,  en  exposant  ce  travail, 
est  dans  l'application  qu'il  croit  qu'on  en  peut  faire  à  la  théorie  de  la 
lumière,  en  supposant  que  l'un  des  deux  systèmes  soit  celui  des  mo- 
lécules d'éther  et  l'autre  celui  des  molécules  du  corps  renfermant  cet 
éther.  Rien  n'est  plus  naturel  que  de  faire  cet  essai;  mais,  si  on  l'opère, 
on  peut  reconnaître  au  moins,  lorsque  le  corps  est  parfaitement  dia- 
phane, que,  pour  rendre  compte  des  phénomènes  de  la  lumière,  il  faut 
admettre  que  les  molécules  du  corps  n'ont  aucune  action  dynami(|ue 
sur  l'éther,  mais  seulement  une  action  statique  qui  change  son  élasti- 
cité d'une  manière  variable  avec  la  direction. 

Comme  je  ne  veux  point  exposer  ici  une  théorie  de  la  lumière,  je  ne 
m'arrêterai  pas  à  cette  question,  non  plus  qu'à  démontrer  que  l(\s  équa- 
tions de  Caucliy  pour  un  seul  système  de  molécules  ne  peuvent  ex- 
pliquer les  phénomènes  connus  de  la  double  réfraction. 
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Troisième  Mémoire,  p.  i  o  i .  —  Sur  les  mouvements  infiniment  jiclits  dont 
les  équations  présentent  une  forme  indépendante  des  trois  axes  de  coor- 
données supposées  rectangulaires  ou  de  deux  d'entre  eux. 

Ce  IMiinoiro  est  très  lacile  et  ne  donne  lieu  à  aucune  femar(|ue. 

Quatrième  et  cinquième  Mémoires,  p.  1 33-178  et  212-209,  qui  traitent 
(le  la  réflexion  et  de  la  réfraction  pour  les  milieux  isotropes. 

J'ai  expliqué  ci-dessus  que  les  équations  de  Caucliy  sont  impropres 
à  exprimer  l'extinction  de  la  lumière.  Page  i4o,  revenant  sm-  les  for- 
nudes  du  mouvement  simple  dans  le  cas  où  le  milieu  est  isotrope  et  où 
la  propagation  des  mouvements  vibratoires  s'y  effectue  en  tous  sens  de 
la  même  manière,  il  suppose  que,  les  ondes  planes  se  propageant  paral- 
lèlement au  plan 

{b)  ux  +  vy  +  wz  =  o, 

l'extinction  de  la  lumière  varie  avec  la  distance  R  à  un  autre  plan 

U.x-  +  Vj  +  W::  =  o. 

Il  est  cependant  en  quelque  sorte  plus  évident  encore,  quand  le  milieu 
est  isotrope,  que  cette  extinction  ne  peut  dépendre  cpie  de  la  distance  r 
au  plan  [b).  J'ai  montré  ci-dessus  que  le  coefficient  qui  exprime  l'ex- 
tinction est  de  la  forme  e~""",  m  ne  dépendant  cjue  de  u,  v,  w\  dans  un 
corps  isotrope,  m  ne  dépendra  plus  que  de  la  seule  quantité  u'+v^'+w"' . 

Mais  arrivons  au  point  le  ])lus  important  de  ces  deux  Mémoires. 
I>'étude  que  l'on  se  pro[iose  dépend  entièrement  de  ce  qiù  se  passe  à  la 
séparation  des  deux  milieux,  et  il  parait  indispensable  aussi  bien  pour 
les  géomètres  cpie  pour  les  physiciens  d'entrer  à  ce  sujet  dans  des  con- 
sidérations mécaniques;  cependant  Caucliy  préfère  y  substituer  des 
hypothèses  purement  analytiques,  qui  n'ont  rien  d'obligatoire,  en  s'ap- 
])uyant  sur  un  Mémoire  f[u'il  a  publié  ailleurs  [Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences,  iSSq,  i*'' semestre,  dans  trois' ar- 
ticles, p.  37'i,  432  et  459).  H  arrive  ainsi  à  un  théorème  dont  le  long 
énoncé  (p.  102  et  i53)  est  a  priori  bien  peu  satisfaisant  pour  servir 
de  hase  à  une  théorie. 

Or,  je  veux  montrer  combien  la  manière  de  raisonner  de  Caucliy 
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dans  celte  question  est  diingcronsc,  en  faisant  une  liypotlu'so  mécanique 
beaucoup  plus  vraiseml)lal)l(^  et  bien  plus  facile  à  conipreiuli'c  que  ses 
h\  pothèses  analytiques ,  mais  rpii  a  beaucoup  d'analoi^ie  a\ec  les 
siennes  et  qui  présente  exactement  la  même  faute. 

Cette  liypothèse  mécanique  consiste  à  supposer  que  les  forces  élas- 
tiques développées  par  le  mouvement  du  fluide  étliéré  sont  égales  de 
part  et  d'autre  au  plan  de  séparation  des  deux  milieux  et  infiniment 
près  de  ce  plan. 

Soient 

Oz  la  trace  du  plan  d'incidence  d'un  rayon  de  lumière  simple  sur  le 

plan  de  séparation  ; 
Ox  une  normale  à  ce  dernier  plan  ; 
0/ une  perpendiculaire  au  plan  d'incidence. 

Désignons  les  coniposantes,  suivant  O.r,  Oy,  Oz,  des  forces  élas- 
tiques exercées  siu*  un  élément  plan,  suivant  que  cet  élément  plan  est 
perpendiculaire 

kOa-       par  l  N,,  T3,  To, 

kOy         »         T3,  Nj,  T,, 

ou  à  O:    »     (  To/r,,  N3. 

En  désignant  par  |,  v],  Ç  les  composantes  de  la  vibration  et  par  p.  un 
coefficient  constant,  on  a,  comme  on  sait. 


TVT  <■/?  -HT  '■'''';  TlT  '/' 

'  ^  cLv  -  '    dy  '  ^  dz 

^  (dr,         dl\        „  /r/i;  (n\        ^  (dX  r/r, 

Sur  le  plan  des  y,  z  à  la  limite  du  premier  milieu,  2,  r,,  'Ç  doivent 
être  remplacés  par  la  somme  des  composantes  des  vibrations  du  rayon 
incident  et  du  rayon  réfléclii;  dans  le  second  milieu,  S,  vj,  Ç  sont  les 
composantes  de  la  vibration  du  rayon  réfracté. 

Le  rayon  étant  pris  simple  et  polarisé,  on  peut  le  supposer  décom- 
posé en  deux  autres  rayons  simples  et  tels  que  les  vibrations  de  l'un 
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soient  perpendiculaires  au  plan  d'iiicicleiice  et  les  vibrations  de  l'autre 
soient  dans  ce  plan. 

La  cpiantité  p.  est  celle  que  l'on  désigne  sous  le  nom  d' clasUcité divus 
la  théorie  de  la  hniiière;  d'après  Fresnel,  cette  élasticité  serait  égale 
dans  les  deux  milieux;  or,  en  admettant  cette  hypothèse  et  en  suppo- 
sant, suivant  l'ordinaire,  que  la  phase  ne  change  pas  dans  la  réflexion 
et  la  rétraction,  \oici  ce  cpie  l'on  trouve  par  des  calcids  facdes  : 

i"  Si  la  vibration  est  perpendiculaire  au  plan  d'incidence,  l'hypo- 
thèse de  l'égalité  des  forces  élastiques  de  part  et  d'antre  du  plan  jOz 
détermine  complètement  les  mouvements  réfléchi  et  l'éfracté,  et  l'on 
obtient  précisément  les  formules  de  Fresnel. 

2°  Si  la  vibration  est  située  dans  le  plan  d'incidence,  l'hypothèse  de 
l'égalité  des  forces  élastiques  détermine  encore  complètement  les  mou- 
vements réfléchi  et  réfracté.  Des  deux  équations  que  l'on  obtient,  l'une 
s'accorde  avec  les  équations  de  Fresnel,  mais  l'autre  qui  provient  de 
l'égalité  des  forces  Tj  est  en  conlradiction  avec  ces  équations. 

Donc,  le  rayon  étant  supposé  polarisé  dans  un  plan  quelconque,  la 
théorie  de  Fresnel  conduit  à  l'égalité  des  forces 

N,,  N„  N;,  T,,  T3 

au  contact  des  deux  milieux,  mais  non  à  l'égalité  des  forces  T,. 

Néanmoins,  il  n'y  aurait  pas  à  hésiter  dans  un  choix  entre  ces  deux 
théories;  en  effet,  dans  la  théorie  de  Fresnel,  le  prhicipe  des  forces 
vives  est  satisfait;  dans  celle  que  je  viens  d'indiquer,  il  ne  l'est  pas.  Je 
vais  maintenant  démontrer  que  la  théorie  de  Cauchy  présente  exacte- 
ment la  même  faute. 

En  effet  Cauchy  met,  page  170,  ses  équations  de  condition  relatives 
à  la  surface  réfléchissante  et  qui  doivent  avoir  lieu  pour  x  =  o  sous 
celte  forme  : 

dz        (/y         (/:         cly 
>    !^>''  >  dx        dz  ~  dx 

dt  d-r,    _  d^ 

dy         dx         dy 


m  ■^-^Mi^-^h-^'y^--''-^Mv.+v'^^')^- 


Tz' 

dr< 

dx 

(è 

+ 

+ 

Ut)' 
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Les  trois  premicros  éqinilions  s'accordent  avec  celles  de  Fresnel,  et 
on  le  vérifiera  de  la  manière  suivante  : 

i"  Si  la  vibration  est  iKM|)endiculaire  au  jjlan  d'incidence,  on  aura 

?-o,     Ç=o,     ?'=o,     Ç'  =  o, 

et  ces  trois  équations  revieniienl  aux  deux  équations  de  Fresnel. 
1°  Si  la  vibration  est  située  dans  le  plan  dineidcnee,  on  aura 


rn 

rlV 

'K 

f/^' 

-7-    =  o, 

-,-  =0, 

=  0, 

(ly 

(Ir 

'ly  ' 

dy 

ÏJ  =  O,         -/î    =  o,       -T-     =:  O,       --   =0,        -^    z=  o,        ~y-   =  O, 

<ly  (ly  ily  dy 

et  ces  trois  équations  se  réduisent  à  une  seule,  qui  est  encore  une  des 
équations  de  Fresnel. 

Quant  à  l'équation  (4o),  on  voit  aisément  qu'on  doit  la  rejeter, 
parce  c^u'elle  est,  en  général,  en  contradiction  avec  le  principe  des 
forces  vives. 

Ordinairement  on  suppose  une  relation  d'égalité  entre  les  deux  mi- 
lieux éthérés  ;  ou  l'on  admet  avec  Fresnel  que  l'élasticité  de  l'éther  est  la 
même  dans  les  deux  milieux,  ou  l'on  admet  avec  Neumann  que  la  den- 
sité de  l'éther  y  est  la  même.  Caucliy,  au  contraire,  a  établi  ces  for- 
mules en  ne  supposant  aucune  relation  entre  les  deuxmilieux.  C'est  seu- 
lement à  la  page  246  qu'il  particularise  ses  formules  de  manière  qu'un 
rayon  polarisé  perpendiculairement  au  plan  d'incidence  puisse,  sous  une 
incidence  convenable,  disparaître  dans  la  réflexion  :  fait  d'expérience  peu 
propre  à  servir  de  base  à  une  théorie  physico-mathématique.  (En  ellet, 
en  Physique  mathématique,  on  ne  doit  pas  partir  de  faits  d'expérience, 
mais  on  doit  les  retrouver  d'après  les  principes  physiques  d'où  l'on  est 
parti.)  Il  obtient  alors  des  formules  qui  donnent  les  mêmes  lois  expéri- 
mentales cpie  celles  de  Fresnel;  elles  ne  sont  pas  cependant  identiques, 
car  il  est  enfin  obligé  d'établir  nne  relntion  d'égalité  entre  les  natures 
des  deuxmilieux  qu'il  écrit  ainsi  (p.  2/18). 

et  qui  n'exprime  pas  l'égalité  d'élasticité  des  deux  milieux,  adoptée  par 
Fresnel. 

Journ.  de  DTath.  ('i'  iiéi-ie),  tome  ^  II.  —   Juin  i£8i.  2'y 
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Désignons  par  w  la  vitesse  des  ondes  transversales,  par  Q,  la  vitesse 
des  ondes  longitudinales  dans  le  premier  milieu,  par  w',  iï  les  mêmes 
quantités  dans  le  second  milieu.  L'équation  (19)  peut  s'écrire 


s     s 


,  -.-,  représentant  les  vitesses  «,  0/  des  ondes  de  même  couleur  tians  les 
deux  milieux;  donc  cette  équation  peut  s'écrire 

~a)^r=--,-w'-     ou     0=0'. 

(0-  (0  - 

Ainsi,  Cauchy  admettant  que  le  mouvement  de  l'étlier  peut  se  jiro- 
pager  en  ondes  longitudinales,  l'équation  (19)  exprimerait,  bien  qu'il 
ne  le  dise  pas,  que  les  ondes  simples  longitudinales  se  ])ropagenl  avec 
la  même  vitesse  dans  les  deux  milieux. 

Mais  ce  qu'il  importe  surtout  de  remarquer,  c'est  que  la  formule  (  i  q), 
substituée  à  la  condition  de  Fresnel,  empêche  que  le  principe  des  forces 
vives  ait  lieu,  et  que  par  cette  seule  raison  la  théorie  de  Cauchy  pourrait 
être  rejetée. 

On  se  tromperait  beaucoup  si  l'on  concluait  de  ce  qui  précède  que 
j'admets  la  théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  à- la  surface  des 
corps  isotrojH's  telle  (|u'elle  a  été  donnée  par  Fresnel;  je  n'ai,  au  con- 
traire, aucun  doute  que  ce  soit  la  théorie  de  Neiunann  sur  cette  cjues- 
tion  cpii  soit  la  vraie.  Si  j'ai  conqiaré  la  théorie  de  Cauchy  à  celle  de 
Fresnel,  c'est  qu'elles  ont  beaucouj)  de  rapports  entre  elles,  et  l'on 
doit  reconnaître  cond>ien  les  considérations  si  sim])les  de  Fresnel  sont 
supérieures  à  tous  égards  à  ces  deux  IMémoires  si  compliqués  de 
Cauchy. 

Les  formules  qui  viennent  de  nous  occuper  sont  précédées  de  for- 
nudes  plus  générales,  d'après  lesquelles  il  n'existe  plus  d'angle  de  po- 
larisation complète;  alors  la  vibration  du  rayon  polarisé  perpendicu- 
lairement au  plan  d'incidence  ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  l'in- 
cidence T,  mais  devient  seulement  minimum  et  très  petite  poiu-  une 
valeur  ç)  de  t. 

Le  principe  de  la  conservation  de  la  force  vive  n'est  plus  rigoureu- 
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sèment  applical)le,  uii(<  \)rl\\o  quanlité  de  lumière  du  rayon  incident 
étant  pcidiie  par  absorption  ou  dilTusion,  cl  il  faut  faire  subir  des  mo- 
dilicalions  très  petites  aux  fornndes  de  l'iesnei  ou  à  celles  de  INeumann, 
relatives  à  la  réflexion  et  à  la  réfraction. 

D'ajjrès  ces  forniules,  la  vibration  réflécliic  pour  un  rayon  incident 
polarisé  perpendiculairement  au  plan  d'incidence  s'annule  pour  ~  ==  çp 
etcbangc  de  sens  quand  t  dépasse  9.  Donc,  d'après  les  nouvelles  lor- 
mules,  quand  on  fera  varier  l'angle  d'incidence  entre  z  =  ç  —  s  et 
T  —  ^p-hs,  S  étant  très  petit,  la  vibration  réfléchie, cjui  s'eflectue d'abord 
sensiblement  dans  le  même  sens  que  la  vibration  incidente,  vibre  en 
dernier  lieu  en  sens  contraire.  La  vibration  du  rayon  incident  étant 

désignée  par  sin^^sur  le  plan  réflecteur,  Fresnel  et  Neumann  repré- 
sentent  au  même  moment  celle  du  rayon  réfléchi  par  csin^-  Comme 

nous  sujiposons  que  c  ne  s'annule  plus  pour  t  =  (f,  mais  devient  seu- 
lement minimum,  il  faut,  pour  que  la  seconde  vibration  devienne  de 
sens  contraire  à  la  première,  qu'il  se  fasse  un  changement  continu  de 

/j/irtj<?;  la  vibration  réfléchie  sera  donc  représentée  par  csni  27:  (  t  ■+"  7  )' 
t|;  variant  depuis  une  fraction  très  petite  de  la  demi-ondulation  -  jus- 
qu'à une  quantité  très  voisine  de  ±  --On  en  conclutfacilement  qu'un 

rayon  de  lumière  polarisé  rectiligncment  dans  un  azimut  quel- 
conque est  par  réflexion  polarisé  elliptiquement  dans  le  voisinage  de 
l'angle  (p. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  théorie  de  Cauchy  ne  peut  représenter  ce 
phénomène  ;  en  effet,  cette  théorie  n'étant  pas  exacte  dans  le  cas  le 
plus  simple,  elle  ne  peut  l'être  quand  le  phénomène  se  complique.  De 
plus,  les  formules  de  cette  théorie  ne  donnent  pas,  pour  la  différence 
de  phase  des  deux  rayons  en  lesquels  on  imagine  décomposé  le  rayon 
polarisé  réfléchi,  l'expression  désignée  sous  le  nom  de  foimule  de 
Cauchy  dans  les  Ouvrages  de  Physique. 

En  effet,  en  désignant  par  i  l'argument  de  réflexion  pour  un  rayon 
polarisé  perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  c'est-à-dire  l'angle 
que  la  réflexion  ajoute  à  la  phase  du  rayon,  on  déduit  facilement  des 
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cos(-:  -H-:')  cos(t  —  t')  H-T,-siii(T  -)--')  sin(T:  —  i') 


Pli  faisant 


G  +  G' 


et  désignant  par  t,  -.'  les  angles  d'incid(Mice  et  de  réfraction.  Suivant 
Caiichy,  le  rayon  composant,  polarisé  suivant  le  plan  d'incidence,  ne 
sn])irait  ])as  de  changement  de  phase.  Donc,  si  l'on  a  xni  rayon  d<>  lu- 
mière polarisé  rectilignement,  la  différence  de  [)hasc  des  deux  rayons 
composants  serait  égale  à  i  el  fournie  par  la  formule  précédente,  tandis 
cpie  les  Ouvrages  de  Physique,  après  M.  Jamin,  donnent  pour  la  tan- 
gente <hi  changçînent  de  phase, 

ssiiiTi  t;uii;('- + -') -4- tanff(T  —  t')! 

laii"i  = — ^^ ) 

^  I  —  ô- sin-T  lang(': -t-T')  lang(-  —  -' ) 

£  étant  un  très  petit  coefficient.  Le  Mémoire  de  Cauchv  que  je  viens 
d'analyser  a  paru  aussi  littéralement  clans  les  Comptes  rendus  desséances 
de  r  Académie  des  Sciences  de  i83g;  c'est  donc  hien  cependant  le  Mé- 
moire auquel  M.  Jamin  dit  avoir  emprunté  cette  formide  [Annales  de 
Chimie  et  de  Physique,  i8)0,  t.  XXIX,  p.  286). 

Dernier  Mémoire,  p.  288.  —  Il  est  intitulé  :  Sur  les  deux  espèces 
d'ondes  planes  qui  peuvent  se  propager  dans  un  système  isotrope.  Le  titre 
du  Mémoire  indique  peu  le  sujet  c|ui  s'y  trouve  traité.  L'auteur  se  pro- 
pose de  déterminer  l'action  qui  s'exerce  entre  deux  molécules  d'éther. 
Il  est  conduit  à  penser  que  cette  action  est  répulsive  et  varie  comme 
l'inverse  du  bicarré  de  la  distance. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  loi  n'est  pas  ime  conséquence  né- 
cessaire de  ses  formules.  En  effet,  étant  arrivé,  page  3o4,  à  la  formule 
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où  iï  désigne  la  vitesse  de  propagation  des  ondes  planes,  il  dit  : 
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«  I/cquafion  {'^'j)  fournit  pour  fi-  une  valeur  finie,  positive  et  difl'c- 
rciitc  (le  zrro  dans  deux  cas  dignes  de  remarque,  savoir  : 

I)  i"  Oiiaiid  le  produit  r-f[r)  seréduil,  pour  une  valeiu-  inliaimeul 
i^randc  de  la  distance  /•,  à  nue  constante  finie,  mais  positive; 

»  2"  Quand  le  produit  /•''/(/)  se  réduit,  pour  une  valeur  infiniment 
petite  de  r,  à  une  constante  finie,  mais  négative.   » 

De  ces  deux  cas,  le  plus  vraisemblable  est  certainement  le  second, 

mais  il  y  a  une  infinité  de  fonctions  autres  que  —ç-  [h  étant  constant), 

qui  satisfont  à  ce  second  cas.  Il  faut  aussi  noter  que  r^  désigne  la  plus 
petite  distance  entre  deux  molécules  et  qu'on  peut  concevoir  que  le 
résultat  soit  très  différent,  suivant  cpi'on  substitue  dans  rl/{r\.,)  pour  /„ 
la  valeur  zéro  ou  cette  plus  courte  dislance;  il  n'est  pas  prouvé,  par 

exemple,  qu'on  ne  puisse  pas  faire  /(/•)  — -,  n  étant  >■  4. 

D'après  la  loi  que  Cauch}'  adopte  pour  l'action  entre  deux  molécules 
d'éther,  il  trouve  que  la  vitesse  de  propagation  de  l'onde  à  vibrations 
longitudinales  serait  infiniment  grande  par  rapport  à  celle  de  l'onde  à 
vibrations  transversales.  Enfin,  il  trouve  que  dans  le  vide  la  vitesse  de 
propagation  des  rayons  violets  surpasserait  celle  des  rayons  rouges, 
en  sorte  que  les  rayons  qui  se  propagent  le  plus  rapitlement  dans  les 
corps  se  propageraient  au  contraire  moins  rapidement  dans  le  vide. 

Le  point  de  départ  étant  déjà  très  peu  probable,  un  tel  résultat  doit 
portera  l'abandonner  complètement. 

Mais  il  me  semble  utile  de  faire  quelques  remarques  au  sujet  même 
de  cette  recherche. 

Sachant  que  deux  corps  célestes  s'attirent,  on  ne  peutguèreadmettre 
que  cette  action  s'exerce  autrement  que  par  un  corps  intermédiaire; 
cet  objet  intermédiaire  ne  peut  être  que  l'éther,  et  sans  savoir  exac- 
tement comment  se  produit  cette  transmission  de  la  force,  on  pourrait 
démontrer  qu'elle  doit  avoir  lieu  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance. C'est  de  même  par  l'intermédiaire  de  l'éther  qu'il  est  naturel 
de  se  représenter  les  actions  mutuelles  des  molécules  d'électricité  sta- 
tique. 

IMais  s'il  s'agit  de  deux  molécules  d'éther,  je  ne  puis  admettre  qu'elles 
agissent  l'une  stu"  l'autre  par  un  milieu  intermédiaire  :  rien  ne  prouve 
qu'elles  soient  de  forme  sphérique;  j'ai  à  considérer  leurs  actions  non  à 
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(les  distances  finies,  mais  à  des  distances  infiniment  petites;  j'admets 
encore  le  principe  de  la  réaction  égale  et  directement  opposée  à  l'action, 
mais  je  ne  vois  nnllement  qu'il  soit  nécessaire  que  les  deux  molécules 
agissent  l'une  sur  l'autre  suivant  une  fonction  de  la  distance,  et,  par 
exemple,  l'action  entre  deux  molécules  d'électricité  dynamique,  bien 
qu'elle  s'exerce  à  distance  finie,  dépend  non  seulement  de  leur  dis- 
tance, mais  encore  de  leurs  vitesses.  Cependant,  conune  il  serait  j)eu 
philosophique  d'affirmer  a  priori  que  cette  action  entre  deux  mo- 
lécules d'éther  n'est  pas  inic  simple  fonction  de  leur  distance,  on  peut 
essayer  cette  hypothèse,  et,  en  l'appliquant  aux  cristaux  à  un  et  à  deux 
axes  optiques,  on  trouve  précisément  que  celte  hypothèse  doit  èlre 
rejetée. 

En  adoptant  la  théorie  de  l'élasticité,  quilaisse  cette  action  indéter- 
minée, et  supposant  l'éther  incompressible,  on  n'obtient  plus  dans  un 
corps  isotro])e  qu'une  onde  à  vibrations  transversales,  et  l'on  n'est  plus 
obligé  de  supposer,  comme  Caurhy,  qu'il  en  existe  une  autre  sur  la- 
quelle les  vibrations  sont  longitudinales,  et  dont  le  mouvement  de  pro- 
pagation est  lié  au  mouvement  de  propagation  de  l'onde  à  ^  ibrations 
transversales. 

Le  célèbre  physicien  Regnauld  m'a  dit  avoir  demandé  plusieurs  fois 
à  Cauchy  des  fornndes  relatives  au  mouvement  de  la  lumière  dans  les 
cristaux  transparents,  résultant  de  ses  théories  et  auxquelles  on  pût  ap- 
j)liquer  l'expérience,  mais  que  Cauchy  ne  voulut  jamais  accéder  à  sa 
demande.  On  peut  s'expliquer  aisément  ce  refus,  d'après  les  réflexions 
qui  précèdent. 


Détermination  des  trois  axes  d'un  corps,  sur  lesquels  les 
forces  centrifuges  exercent,  pendant  la  rotation,  une  action 
maximum  ; 

Par  m   e    KRASSIIVIVE. 


«  1°  La  Dynamique  s'enricliit,  (mi  lyS"),  (rime  découverte  impor- 
tante et  fécondeeii  corollaires. Dansun  petit  iNIémoire, intitulé  Spécimen 
theoriœ  turhinum,  Ségner  observa  cpie,  si,  après  avoir  imprimé  à  un 
corps  de  grandeur  et  de  figure  quelconques  des  mouvements  de  rotation 
en  tous  sens,  on  l'abandonne  à  lui-même,  il  aura  toujours  trois  axes 

pi'incipaux  de  rotation La  position  de  ces  axes  se  détermine  par  une 

équation  du  troisième  degré,  dont  les  ti'ois  racines  réelles  répondent  à 
chacun  d'eux  (Bossut,  Histoire  des  Malhémaliques). 

On  lit  aussi  dans  la  Mécanique  céleste,  Liv.  XIV  :  «  La  découverte  des 
axes  principaux  de  rotation,  due  à  Ségner,  apporte  des  simplifications 
utiles.  M  Ajoutons  cjue  cette  découverte,  dont  Euler  ne  fait  jias  mention, 
a  été  le  point  de  départ  de  ses  grands  travaux,  résumés  dans  son  Ou- 
vrage intitulé  :  Theoria  moins  corporum,  rigidorum,  l'jGB. 

Pendant  la  rotation  autour  d'un  axe  principal,  les  forces  centrifiiges 
s'enlre-détruisent,  mais  il  existe  aussi  en  chaque  point  d'un  corps  trois 
axes  de  rotation,  sur  lescjuels  les  forces  centrifuges  développées  exer- 
cent un  effet  maximum,  et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  en  un  point  d'un  corps  on  détermine  les  trois  axes 
principaux,  et  si  par  chacun  d'eux  on  mène  un  plan  qui  divise  en  parties 
égales  l'angle  des  plans  rectangulaires  dont  il  est  l'intersection ,  les  trois 
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perpendiculaires  menées  par  le  point  dorme  auv  plans  bissecteurs  seront 
les  axes  sur  lesquels  l'action  des  forces  centrifuges  sera  un  maximum. 

Remarquons  (l 'al )oicl  ([ue,si  l'on  prend  trois  axes  rectangulaires(|ucl- 
conqiies  donl  l'origine  est  un  point  du  corps,  et  si  on  lui  imprime  une 
vitesse  de  rotation  m  autour  de  la  ligne  des  z,  inie  particule  dm,  dont 
les  coordonnées  sont  x,y,  z  et  la  distance  à  l'axe  p,  sera  sollicitée  par 
ime  force  centrifuge  f/mjOM-,  et,  en  supposant  l'origine  fixe,  cette  force 
agira  sur  un  levier  :;,  dont  le  moment  sera  d m p z 'jr -,  elle  aura  deux 
composantes  d/nxw-,  dmyjr  sur  les  plans  zx,zy,  qui  agiront  aussi  sur 
un  bras  de  levier  :;.  Or,  on  peut  remjilacer  tous  les  leviers  sur  le 
plan  zx  par  un  seul  écpiivalent  dont  le  bras,  à  partir  de  l'origine,  sera 
l'unilé  et  la  force  u>-  fxz  dm;  sur  le  plan  zj,  le  levier  unique  de  même 
bras  aura  pour  force  oi'fzy  dm.  La  somme  des  carrés  des  intégrales  (en 
faisant  w  égal  à  l'unité)  sera  le  carré  d'une  résultante  totale  R  agissant 
sur  l'axe  des  :;  à  une  distance  de  l'origine  égale  à  l'unité.  Il  est  aisé  de 
démontrer  qu'en  faisant  tourner  autour  de  l'origine  le  plan  xOy,  les 
nouvelles  coordonnées  x' ,  y' ,  introduites  dans  les  intégrales,  n'alté- 
reront pas  la  somme  et  leurs  carrés  ou  R". 

2"  Si  l'on  considère  un  système  de  droites  passant  par  le  point  O 

d'un  corps  solide,  et  sil'on  prend  sur  la  première  une  longueur  07î=  — > 

sur  la  seconde  une  longueur  On'=  — -,  ••  •!  /■,  A',  /•",  .  . .  désignant  les 

moments  d'inertie  du  corps  relatifs  aux  droites  successives,  le  lieu  des 
points  n,  n\  n" ,  .  . .  est  la  surface  d'un  ellipsoïde  dont  le  centre  est  O  et 
l'équation 

(i)  aX-  +  /yY2+  cZ-  -  2dYZ  —  2cXZ  -  a/KY  =  i . 

Les  coefficients  ont  les  valeurs  suivantes  : 

a  =  f{y--h-  z-)dm,     h  =  f(x-  +  z'^)din,     c  =  J{x-  +  y'^)dm, 
d  =  fyz  dm,     e  =  fxz  dm,    /=  f.xydm. 

Ces  coefficients  varient  avec  la  position  des  axes  rectangulaires,  mais 
l'équation  (i)  est  toujours  relative  au  même  ellipsoïde,  puisque  les 


ni:Ti:  11.111  NATION   dis  ir.ois   axes   i)"iiN  corps.  2  i  y 

rayons  on,  on',  ....  déterminés  par  les  valeurs  <lcs  moments  d'inertie 
relatifs  à  C(>s  droites,  ne  dépendent  pas  de  la  position  des  axes  x,y,  :•■ 
l'ar  nne  simple  transformation  des  eoordonnées,  on  ramène  l'écpia- 
tion  (0  à  la  l'orme 


>)  A.r=4-nv'-  +  C:;-: 


r, 


dans  laqnelle  les  coefficients  sont  les  moments  d'inertie  relatifs  an\ 
axes  principaux.  Par  une  transformation  inverse,  nous  reviendrons  de 
la  forme  (2),  supposée  connue,  à  la  forme  (1)  avec  ses  trois  rettangles. 
Nous  ferons  usage  tles  foruudes  d'Iùiler,  dans  lesquelles  nous  suppo- 
serons ©  =  o  [Mécanique  céleste,  t.  1,  p.  ■yS),  savoir  : 

X  =  j;'cosi|/  -h y'cosô  sin^j'  +  :;'sin5  sinil-. 

y  ::=  —  a;'sini|>  -1- j'cosS  cosij-  +  s'sin5  cosi|<, 

z  =  — ysinô  +  z'  co^O. 

Le  plan  a-',  y'  fait  un  angle  6  avec  celui  des  xy,  et  sa  trace  sur  ce 
dernier  |ilan  un  angle  i|i  avec  les  a;.  La  comparaison  du  résultat  de  la 
transformation  avec  l'équation  (i)  donne 

—  9.fx'z' dm  =  2(A  —  B)  sin;];  cosij;  sin0, 
—  2  fy'z'  flm  =  2sin5cosS(Asin-6  -+-  B  cos-tj;  —  C). 

La  somme  des  carrés  des  intégrales  exprimant  la  valeur  de  R",  on 
aura 

(3)   [(A-B)sin2i|;sine]-+lsin25L(A—  B)sin-t];+B  —  C]j-  =  4R^ 

Les  deux  conditions  du  maximum  de  R-  sont 

i  sin2  5  i  ^'^~^^'sin-2d;  +  2cos25r(A  —  B)sin==J/  +  B  —  Cl?- |  =  o, 

(  sin2  5sin2i!;|2(A— B)-cos2({/  +  4(A  — B)cos=5[(A— B)sin>  +  B-C];  =  o. 

Si  l'on  égalait  à  zéro  les  j)olync)mes  entre  les  grandes  parenthèses,  on 
rouverait,  en  éliminant  0,  un  résultat  indépendant  de  ij; ,  savoir: 
(B  —  C)(  A  —  C)  =  o,  qui  indique  l'incompatibilité  des  deux  relations. 
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Mais  on  satisfait  aux  équations  (4  )  île  plusieurs  manières;  6  =  o  raiiiénc 
aux  axes  principaux 

5  =  90",  ^  =  45",  R  =  -^-^ , 
0  =  45",  'Il  =  90",  R  =  ^-^'. 
5  =  45",     <]/=    0°,    R  =  !Lz_^. 

Ces  systèmes  d'angles  fixent  la  position  de  trois  plans  auxquels  sont 
perpendiculaires  les  axes  de  rotation  Oz.',  et  l'on  voit  aisément  que  ces 
trois  a.vcs  cenfrifiiges  sont  perpendiculaires  aux  plans  bissecteurs  des 
angles  plans  rectangulaires  formés  j)ar  les  axes  principaux,  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 

Dans  le  cas  d'un  solide  de  révolution,  A  ^  B,  et  les  relations  (4)  sont 
satisfaites  par  la  vnleur  0  =  4^''>  quel  que  soit  l'angle  (|>;  par  suite,  les 
axes  du  maximum  forment  un  cône  droit  dont  les  génératrices  font 
avec  l'axe  45". 
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De  la  polarisation  <'lliptif///e  par  icflc.vio/i  sur  les  corps 
transparents,  pour  une  incidence  voisine  de  l'angle  de  pola- 
risation ; 

Par  m.   Émiik  «lATHlEU. 


Les  pliéuomènes  de  la  ivflexion  de  la  lumière  à  la  surface  des  corps 
diaphanes  isotropes  sontfoiirnis  avec  une  très  grande  approximation  par 
la  thtoi'ie  de  Fresnel  ou  relie  de  Neuniann,  cpii  conduisent  à  des  for- 
mules identiques.  D'après  ces  deux  théories,  il  existe  un  angle  d'inci- 
dence pour  lecpiel  la  lumière  naturelle  est  polarisée  complètement, 
angle  trouvé  auparavant  par  Brewster  au  moyen  de  l'expérience.  J)'a- 
près  les  recherches  de  M.  Jamin,  il  existe  cependant  très  peu  de  sub- 
stances diaphanes  qui  polarisent  complètement  la  lumière  par  réflexion 
dans  le  plan  d'incidence,  ou,  autrement  dit,  pour  lesquelles  un  ra\on 
polarisé  perpendiculairement  au  plan  d'incidence  puisse  disjiaraitre 
extérieurement  dans  la  réflexion  sous  une  incidence  convenable  ;  mais 
l'intensité  du  rayon  réfléchi  peut  seulement  être  très  petite.  Il  en  ré- 
sulte que,  dans  le  voismagede  l'incidence  calculée  par  la  loi  de  Brews- 
ter, un  rayon  de  lumière  polarisé  dans  un  azimut  quelconque  donne 
lieu  à  ini  rayon  réfléchi  polarise  elliptiquement,  l'ellipse  de  vibration 
étant  en  général  très  allongée. 

Cauchy  a  donné  une  théorie  de  ce  phénomène,  mais  j'ai  démontré, 
dans  un  Mémoire  qui  précède,  que  sa  théorie  n'est  pas  admissible. 

Il  serait  bien  peu  philosophique  de  rejeter  la  théorie  de  Neumann, 
qui  a  tant  de  raisons  pour  elle  et  qui  donne  des  résultats  si  approchés  ; 
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mais  il  convient  plutôt  de  chercher  quelle  petite  perturhalion  modifie 
cette  ihcoric.  Cette  perturhatron  provient  d'une  très  j)etitc  perte  de 
force  vive  qui  se  fait  sur  le  plan  réflecteur,  en  sorte  que  les  rayons  ré- 
(léciii  et  réfracté  ne  prenneni  pas  toute  la  huniéic  qui  sort  du  ra\on 
incident. 

Imaginons  un  ravon  de  lumière  tond)ant  sur  un  corps  diaphane  et 
l)olarisé  perpendiculairement  au  phm  il'incidence;  je  démontre  qu'à 
la  rencontre  du  plan  réflecteiîr  il  se  fait  en  général  dans  les  rayons 
réfléchi  et  réfracté  un  changement  de  phase  par  rapport  au  rayon  in- 
cident. Quand  l'incidence  varie  depuis  zéro  jusipi'à  l'angle  droit,  ce 
ehangement  de  phase  dans  le  rayon  réfléchi  varie  depuis  une  fraction 
très  petite  de  la  demi-ondulation  juscpi'à  la  demi-ondulation.  Quand 
le  rayon  incident  est  au  contraire  polarisé  dans  le  plan  d'incitlence,  le 
changement  de  phase  du  rayon  réfléchi  reste  toujours  très  petit.  Si 
donc  l'on  su[)pose  que  Ion  décompose  un  rayon  polarisé  dans  un 
azimut  quelconque  en  deux  pareils  rayons,  la  polarisation  elliptique 
pour  une  incidence  voisine  de  l'angle  de  Brewster  dépendra  surtout  du 
changement  de  phase  du  premier  rayon  composant. 

Je  donne  dans  ce  qui  suit  le  moyen  de,  calculer  ce  phénomène. 

linyon  polarisé  perpendiculairement  au  plan  cVincidence. 

i  .  Supposons  un  rayon  de  lumière  rencontrant  un  cor[)s  diaphane  et 
polarisé  perpendiculairement  au  plan  d'incidence.  Les  trois  vihrations 
incidente,  réfléchie  et  réfractée  situées  dans  le  plan  réflecteur  sont  per- 
pendiculaires au  plan  d'incidence  et  leurs  vitesses  peuvent  être  repré- 
senté(\s  respectivement  par 


ri  T" 


l         -/\  _.  /  <         P 


SUl-^^j      .CSin2  7:l  ;  -+-   r    1  >       MSU127:^;     ,     ^, 

/,  À'  étant  les  longueurs  d'ondulation  dans  le  premier  et  dans  le  second 
milieu,  t  le  ternies,  -  la  durée  de  la  vibration,  a,  [-j  étant  les  changements 
de  |)hase  dans  les  rayons  réfléchi  et  réfracté  ;  v,  u  sont  regardés  connue 
positifs. 

Admettons  qu'à  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux  les  deux 
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premières  vitesses  de  \il)ratif)ii  aient  une  sonnne  égai(î  à  la  troisirnu',  cl 
nous  aurons 


fi) 


sin 


:'.-t.  .  il         a  \  .  I  t.  p 

—^  +  «'  sni  27ï(  -  +  ^-  \:=  Il  sni  2  7:(  _  +  r-, 


Nous  atiniellonsavee  Neuniaiinque  la  ciensilé  de  l'clher  est  la  même 
dans  les  deux  milieux  et  que  l'élasticité  est  différente.  D'après  cela,  si 
le  principe  de  la  conservation  de  la  force  vive  a  lieu,  on  obtient ,  par  un 
ealcid  connu. 


sui/  cosi 


sui- 


217^ 


('\snr-27:l  — h 


^  ir  snwcos/-  sur  v(7i  (  — h  ^1; 


[Nous  reviendrons  d'ailleurs  plus   loin  sur  le  calcul  de  cette  équa- 


tion. 


En  divisant  la  seconde  équation  parla  première,  ou  a 


i- 


SUl/  COSÎ 


.        277/  .  fl 

SUl V  sni  2  n 


=  MSui/-cosrsni2  TT \-  r-, 


Or,  s'il  n'y  a  pas  d'angle  de  polarisation  complète,  c'est-à-dire  si.  le 
rayon  incident  étant  polarisé  comme  nous  l'avons  dit,  le  rayon  réfléclii 
ne  peut  disparaître  complètement  quelle  que  soit  l'incidence,  alors  l'é- 
quation (i)  étant  admise,  l'équation  (2)  est  impossible,  lîu  effet,  des 
équations  (  i  )  et  (2)  on  tirerait 


V  sin  2 


"0  +  9  = 


tan<ï{/ — '■)    ■     3-< 

'—-. r  sin  ; 


et,  pour  i  +  r=  '-\  on  aurait 


ft.  a\ 

V sm 2-[-  -\-  -  )  =  o ; 
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la  \il)rali()ii  réflécliie  serait  donc  nulle',  ce  qui  est  contraire  à  l'Inpo- 
ihése. 

T.'éfjiiation  (2)  a  été  déduite  comme  conséquence  du  principe  de  la 
conservation  de  la  force  vive  ;  l'équation  (2)  n'étant  donc  plus  possible 
rii-oureusenu'nt,  ce  principe  n'a  plus  lieu  que  d'une  manière  très  ap- 
prochée et  les  rayons  réfléchi  et  réfracté  ne  prennent  pns  toute  la 
force  vive  qui  émane  du  rayon  incident. 

L'équation  (2)  n'étant  plus  exacte,  nous  devons  la  remplacer  par  la 
suivante 


snu  cosi 


sni  — ■  —  t^sni2  7r 


0] 

/        =  u  sui/-cosrsni2  7r(  -  +  ^7]  -I-  Bsni  — h  Ccos  -^-j 

H,  Ci  étant  des  fonctions  de  i  qui  restent  toujour    très  petites. 

Remarquons  que  le  mouvement  vibratoire  développe  sur  le  plan  ré- 
flecteur des  forces  élastiques  tangentielles  à  ce  plan  et  perpendiculaires 
au  plan  d  incidence.  L'équation  (2)  exprimerait  que  les  deux  forces 
tangentielles  développées  par  les  mouvements  incident  et  réfléchi  ont 
une  somme  égale  à  la  force  développée  par  le  mouvement  réfracté.  D'à. 
près  l'équation  (  3)  au  contraire,  l'égalité  entre  ces  forces  élastiques  n'a 
plus  lieu  rigoureusement.  Cette  remarque  n'étant  pas  indispensable 
poiu'  le  sujet  f[ui  nous  occupe,  je  ne  crois  pas  nécessaire  de  dévelop|)er 
le  calcul  qui  la  démontre. 

2.  Les  quantités  »,  r,  a,  /3  sont  indépendantes  de  t,  par  conséquent 
les  equ.'itions  (i),  (  3  j  reviennent  aux  cpiatre  suivantes 

2TTa  2  7t3 

I  +  V  COS  ^—  =  U  COS  ^7^  j 

(  2ra\  .  '>T''i 

sin<cosn  i  —  ccos  -y- j  =  u  snircos^cos-ry-  +  B, 

9.  TTOC  .         2  7:3 

csm  -^-  =  «SU]  -ITT' 

■      .  .     .      2-a  .  .      2it2 

—  ç'sui;  cosi  sui^—  =  Msni/cos/sin  ~~  ^-  L. 
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lin  résolvant  ces  quatre  équations,  on  obtient  dabonl 

riira         sina/ — sin2/' — 2B 


i'  ces— r—  = 


Il  cos      ' 


),  sina/  -h  sin2/' 

2-3  asina/  —  a  H 


V  siri2J-|- sina/' 

.      2  TIÏ  — ^  2  C 

t'sin-^;—  = 


X  sin2  f-i- sinar 


.       2Tt8 

Msni^T^  = 


À  siti  az  +  sin  a/' 

puis  011  en  conclul 


(  sin  a  /  —  sin  a  /•  —  a  B  )-  +  /(C- 


( 

sin  2  /  -H  sin  2  /•)- 

//- 

= 

4  (sin 

2  i 

-BV^+4C^ 

(sin  a 

i-t-sina/-)- 

ang 

2-7ta 
X 

= 

-aC 

sin  2  ( 

— 

sin  a;-  —  2  li  ' 

aTTji 

— 

c 

^  X'  sinai  — B 

Le  premier  terme  de  ç-  s'annulera  pour  la  valeur  de  i  qui  satisfait  à 
l'équation 

sin  2f  —  sina/-  —  2B  =  o, 

mais  V  ne  s'annulera  pas  pour  cette  valeur  de  i. 

3.  Occupons-nous  de  la  force  vive  absorbée. 

Concevons  que  la  lumière  se  propage  par  ondes  planes,  le  mouve- 
ment vibratoire  étant  le  même  dans  toute  l'étendue  d'une  de  ces  ondes. 
Considérons  un  parallélépipède  rectangle  d'éfher  ayant  une  dimen- 
sion AC  dans  la  direction  du  rayon  incident,  une  arête  CD  dans  le  plan 
d'incidence  et  la  troisième  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  supposons  que 

la  première  arête  soit  égale  à  ->  p  étant  un  nombre  entier  et  les  deux 

autres  égales  à  l'unité.  Au  bout  d'un  certain  temps,  le  mouvement  du 
|iarallélépipède  ABCD  se  sera  communiqué  par  l'éflexion  au  parallé- 
lépipède A'B'C'D',  et  par  réfraction  au  parallélépipède  A'T/'C'D". 
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Soient 
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CE  =  :; ,     EA'  =  z',     EA"  =  ="  =  z'-^  , 
AC  =  A'(  ■/  =  - ,     A"C"  =  - ,     A"B"  =  AB  ^^'  • 

Les  vitesses  vibratoires  sur  CD,  C/D',  (7'D"  peuvent  être  représentées 


par 


Sin2  7I 


V  sin  '  Tï 


«snia;:    — f- 


/'  B.  -" 


r^a  densité  de  l'éther  étant  égale  à  p  dans  les  deux  milieux,  on  aura 
pour  la  variation  de  la  force  vive 


>i 


sur  y; 


sin-  271  (  -  H ;—  )  dz' 


—  fiir  I      sui-2-    -  +  —^, —  ]az  r- 


En  calculant  ces  intégrales,  on  obtient  pour  cette  perte  de  force 
vive 


À  2^  ),'     jCns/- 

-  I  —  c ir 7 

p ^  '  p  COS ( 


p  •  ^"^ 
u-sin  — 
or  p 


>.  COs/|7:(  ;  +  ^  j 


/'         a  —  .-' 


—  lv'^co?,[\nr-  -+-  -W^  ]  —  X«^^^^cos47r(  -  +     . ,"  ) 

-7!— sin-— -    ). sin47r(  -  -+- 
4-  /'  L  V' 


kv-?,ml\u[  -  H ^ —    —  Vu- rsin47T   -  +  ^ — 
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l'aisaiit  j)  très  t^raiid  et  iicgligoant  les  tcniirs  niiilliplic's  par  siii'  — . 
(|iii  sont  (lu  second  ordro  par  rapport  a     -    rpniarqtiaiit  de   plus  (|iii' 

,.   .  I        .      'it:  I  .,  '-Il 

ut  laire  y-  siii —  =  -.  ou  a  i)our  l  cxnrcssiou  preredeute 
■\-        l>        P  '  '  ' 


ou   ne 


A  sui-  2-     -H 


Xr-  siu''2  7i(  -  -\ ~  \ 


ou 


p 


Or  on  a 


sin-  ■iT^y-_-\-'^\  —  K 


ou 


X,    .,cos/-     .    ,        //'S 

-.'Y 

cos/ 

V- 

>■■  A 

—  V  Sin    2  7T  (  —  4- 

'-n 

„  sin /'COS/'     .    ^ 
—  f<"^ — -. :  SUI" 

sin/  <-(.)Si 

^~(r  + 

^7 -Y 

<'-<         ;'+; 

T                              X 

;  +  x  =  ;-x; 

doue,  eu  prenarjt  pour  lo  temps  une  origine  convenable,  ou  a  poui 
l'expression  précédente 


pXr.„2-<          o-î        /'        <»\           „  sin /'COS/'    .    ,        /<        S\ 
—   sin^ r^  sur  2  7;    -  +  x]  —  u'—- — -■ :  sin- 27:   -  +  f , 

/j  1_  -.  \-.         À'  sin/ cos  i  \T        k  J 


Multiplions  entre  elles  les  équations   fi)   et  (31.  puis  multiplions 


l'efiuation  ciui  en  résulte  par  — ^^ ..  nous  aurons 

'  '  ^  PSUUCOS/ 


P 


sni 


,2-< 


„    .    ,        (t        a\  „  sin /'COS/'     .    ,        //         S\ 

t'-sm-'2  7:    -  +  T     —  «'^ — ^ sur  2  71    -  +  f-, 

\  T       ).  '  sin/ COS  t  \t       a'  ' 


1-t 


=  - — : — ^ . Ui,n-\-2Ti\-  +  i-A    B sin h  C  cos —    ; 

p   sin/  cos/  V"        '^  '   \  "  "     / 


le   second   membre  représente  donc  la  force  vive  perdue;   on  peut 
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7  2b 

récrire   ainsi 

/>  sin  3  / 


E      AIATlIlKli 


■1  -'i  ■    •?.  T.'i 

/.  A 

V  /.  >' 


cos- 


.     or'i  2-i:3\     .      \r.l 

+   I  ISW  Slll-^  +  (ItfCOS-r-f  jSlll— ^ 


et,  m  remplaçant  ;/cos^-i  ;/sin^^  par  les  valeurs  trouvées  ci-dessus, 

*■  ^  A  A 

on  obtient 


•2pX 


/.'  ?iii  -1  i\  sin  2  i  --  siii  a  /■) 


Bsiiia/  —  B-  —  CI' 


(Bsini^2"-B'  +  C-)cos 


\r.t 


('.  siii2«  —  iWC.)  sin- 


-< 


Pour  obtenir  la  perte  de  force  vive  éprouvée  par  absorption  ou  iliF- 
fusion  par  un  parallélépipède  incident  de  longueur  \,  il  faut  faire  la 
somme  de  toutes  les  pertes  éprouvées  par  les  parallélépipèdes  élémen- 
taires qu'il  renferme,  et  l'on  a 


:«) 


2p/ 


sm  i  ((siii'î  (  +  sin2/') 


(Bsin2i  -  B^--  C-), 


quantité  qui  doit  être  essentiellement  positive. 

4.  Quant  à  l'expression  de  la  force  vive  perdue  par  le  j)ara!lélé- 
pipède  dont  la  longueur  est  »  il  est  facile  de  voir  qu'elle  peut  être  né- 
gative. Un  peut  explitpier  ce  résultat  en  admettant  qu'une  partie  de- 
là force  vive  détournée  d'un  élément  parallélépipédique  puisse  re- 
tourner à  \\n  élément  suivant,  de  telle  sorte  que  certains  éléments 
peuvent  gagner  de  la  force  vive  au  lieu  d'en  perdre.  Mais  il  est  évident 
que  l'on  doit  trouver  une  quantité  positive  pour  le  changement  de 
force  vive  éprouvée  par  tout  le  parallélépipède  de  longueur  X,  change- 
ment c|ui  s'effectue  pendant  la  durée  entière  d'une  vibration,  temps 
plus  petit  que  -^  de  irillionième  de  seconde. 
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Ainsi  l'on  a  pour  loiilc  valeur  de  i 

Bsiii?.;- B^  — (;=>o, 
et  j)ar  coMSCfjneiil  li  est  toujours  posilil.  Pour  /  =  o  on  auia 

-  ir-  -  0=*  =  o  : 

ilonc  B,  ('.  sont  nuls  pour  /=  o  et  ils  peuveulètre  considérés  connue 
renfermant  le  fadeur  s'iwi.  Pour  <  =  " ■>  on  a  encore 

-  B^  -  C-  =  O    : 

donc  15,  (J  renferment  le  facteur  cosj,  et  l'on  peut  poser  •'' 

1: -= /.•  sin?. I,      ('.  :=msiii2/, 
k  étant  positif. 

Remarquons  que  le  numérateur  de  i'ex|)ression  [a]  renferme  le  fac- 
teur cosf  au  cai'ré,  et  le  dénominateur  ne  contient  ce  facteur  fju'aii 

premier  degré;  donc  l'expression  [a)  est  nulle  pour  /=  ^,  ce  qui  s'ex- 
plique aisément,  carie  rayon  réfracté  disparait  et  le  ra\on  réfléchi  pio- 
vient  de  tout  le  l'ayon  incident. 

.'».   Ainsi  on  obtient  ponr  les  formules  qui  donnent  les  cliangenients 
de  j)liase  a,  [j, 


3-ï 
tang  . 

= 

—  x 

m 

-^iii 

>  / 

sin 

2  i 

—  sin 

1  r 

— 

■?.  /: 

S 

n  •>.  i 

tans-^ 

^ 

— 

m 

1  —k 
Si  Ton  change  i  en  —  i,  r  se  change  en  —  r  d'a[)rés  la  formule 


sin/ 

-. —  =  n. 

sin/' 


où  n  est  l'indice  de  réfraction;  il  est  d'ailleurs  évident  (pie  les  exprès- 
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I  ■-J'^*  2~3  1      ■  1  1  / 

sioiis  (le  lang-^  ot  taiig-y^  iii^  doivojir  pas  clianj^er;  donc  ni  et  A' soin 
(les  fonclioiis  paires  i\v  /,  s'ils  ne  sont  pas  constants. 

m  et  A  sont  ti'és  petils,   done  ~  est  aussi   liés   pclit.    La   valeiii-   de 

laiig^^  s(>ra  elle-niènie  très  petite,  excepté  pour  des  valeurs  de  i  voi- 
sines de  celle  (pii  salisiail  à   1  équation 

•     .  siny. j  —  sin  1!/  —  ■>./,■ '&\u  i i  =-- o ; 

elle  d(>\i(Mnlra  infinie  pour  cette  Aaleur  de  i  et  changei'a  de  signe 
rpiand  «dépassera  cette  valeur;  enfin  elle  deviendra  nidle  pour  «  =  -■ 
Donc,  (|uand  on  fait  varier  i  <lepuis  zéro  justpià  ^i  a.  varie  depuis  \\\\c 

fraction  très  petite  de  -  jus(pi'à  -^^  et  a  subira  la  j)lus  grande  partie  de 

cet  accroissement  pour  les  valeiu's  de  i  voisines  de  l'angle  de  polari- 
sation. Les  deux  cliangeinents  de  phase  «,  ,3  sont  de  même  sens  et,  sui- 
vant que  la  quantité  m  sera  positive  ou  négative,  les  deux  changements 
de  phase  se  feront  dans  un  sens  ou  tlaiis  l'autre. 

D'après  les  résultats  de  l'expérience,  m  tend  en  général  vers  zéro, 
(piand  l'indice  de  réfraction  n  tcntl  vers  \,!\;  il  est  ordinairement  po- 
sitif quand  n  est  plus  grand  que  i,/i  et  négatif  quand  n  e^t  plus  petit. 
Toutefois  m  et  /.  ne  doivent  pas  dépendre  seulement  de  rindi(;e  de  ré- 
fraction, ils  doi\cnt  dépendre  encore  d'autre  manière  de  la  nature  du 
milieu.  En  effet,  si  l'on  su()pose  deux  milieux  identiques  .séparés  pai- 
un  plan,  considéré  comme  le  plan  rédecteur,  on  devra,  pour  v  appli- 
quer les  formules  précédentes,  faire 

/ï  =  I ,     rn  —  o,     /i  =  o, 

et  non  pas  sup|ios(>r  m  négatif. 

Rayon  polarisé  dans  le  plan  d  incidence . 

G.  Le  phénomène  des  changements  de  phase  a  beaucoup  moins  d'in- 
térêt lorsque  le  rayon  incident  est  polarisé  dans  le  plan  d'incidence, 
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■2'?J, 


paire  qm-  ces  (  liaiii^cuiculs  rcsiciit  loujoiirs  très  p(;tits,  aussi  hicii  dans 
l("  ia\()ii  réfliH-lii  ([iic  dans  \v  ravoii  réfracté. 

I.fs  vilcsscs  (les  \ll)rati()iis  iriridciitc,  réflocliio  cl  n'-fractéc  dans  le 
voisinage  du  j)luii  rrlleclciir  jKMiveiit  être  rcprcsciitces  par 


sinu7:|  ;  +  r 


/        B 


(•sni2  7i(;H , —  j,     a  sii\j.t:{~+  '-jj—\ 


z,  z',  z"  clanl  nuls  sur  le  plan  réflecleur.  En  projetant  pour  s  =  o  los 
vitesses  sui'  le  plan  réflecteur  et  sur  la  noi-nialc  à  ce  plan  et  admettant 
cpi(>  la  troisième  composante  est  égale  à  la  somme  des  deux  pnMnières, 
on  a  les  deux  équations 


.     ■>-/  .  ,  l         y. 

SI  n  ^ ('  SI n  y.  ;t  I  -  +  - 


si 


n  — ; — h  ('  sm  ■?.n\--^-  ) 


cos/  =;  Msin  27:(  ;  +  ,-,  )  cosr. 


suu  =  Msina;!    -  -t-  :^,    sm/- 


En  niulti])lianl  entre  elles  ces  équations,  on  n 


sur v  sin-27: 


\) 


SllH  COSJ  = 


H-<,\n'^').n[-  +  ^\  sinVcos/-, 


l'équation  de  la  conservation  de  la  force  \i\e. 

Or  il  est  aisé  de  reconnaître  qu'on  ne  peut  admettre  les  équations  (  1  ) 
et  (2);  car  on  en  déduirait  les  quatre  suivantes 


2-a\  3  7:3 

cos^(  I  —  V  cos^—  I  =  Hcosrcos^-, 

.     a -a  .  .      ir? 

—  i'Sin— r-  COS«  :=  Il  SU)-^  COST, 


SHli      I  +  V  COS- 


-  \  =  usin 


2  7tS 

r  cos  -yf , 


9.-rJi     . 


V  sin^siuj  ^  u  sm-^  suir, 

A  A  ' 


et  si   a,   [3  sont   différents  de  zéro,  en  divisant  la  quatrième  par  la 
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deuxième,  on  a  l'équation  impossible 

—  tangj  =^  taiigr 

Au  reste,  K;  principe  de  la  conservation  de  la  force  vive  n'étant  plus 
entièrement  exact,  quand  le  rayon  est  j)erpendiculaire  au  plan  d'inci- 
dence, on  ne  peut  admettre  qu'il  ait  lieu  rigoureusement  quand  le 
ravoii  est  situé  dans  ce  plan.  L'équation  (3)  n'a  donc  plus  lieu;  donc, 
si  l'on  admet  l'équation  (i),  qui  exprime  l'égalité  des  composantes  des 
vitesses  des  molécules  d'étlier,  prises  |)arallélement  au  plan  réilecteur, 
et  inliniment  près  de  part  et  d'autre  de  ce  plan,  on  doit  remplacer 
l'équation  (2)  par  la  suivante 

1  r  ■  ''--i       ■      ( t    «M  .  .  ,  /     /  \  ■ 

l      sm  — ; h  CSU12- (  ;;  +  -  I     suH  =  ?<sin  y.- (  -  -H  .-,  )  sinr 

+  iîsut  —__ h  Lcos  -^j 

où  B,  C  sont  de  très  petites  quantités 

7.   Des  équations  (i)  et  (/j)  on  tire  les  quatre  suivantes 

cos/    r  —  ccos  -^-     ^  î^cos  -^  cosr, 

■»  -a  .  .      27t3 

—  v  sni  -^—  cos/  =  u  sin  —~  cos/', 

A  A 

■      '■■  .      ./  '^.r.vX  27:3     . 

sui  i\\  +  V  cos  -^—     =  u  cos  -^  sm  r  +  1», 

■>-'x     .     .  .      -î-'i     . 

r  sin  — T —  sin  /  =  n  sni  ^7^  sin  r  +  C, 
desquelles  on  détluit 

2  ira  — sin(/  —  /l  +  Bros/- 

V  cos  -^—  =   ■     ,  .    : ' 

2Tr3         (2sin/ — B)cos/' 

a'  Sin  («  -t-  /•) 

2  -  a  C  cos  r 

C  SU)  ^ 


À  sin  (i  +  r) 

itJA  c  cos / 

U  sm  -^  = 


V  sin  («■+/•) 
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Enfin,  on  couchit  de  ces  ('•(|iiati()iis,  en  acccntii.iiit  les  lettres  f,  ii, 
u,  j'5,  l>,  C  pour  distinguer  le  raxon  situé  dans  le  plan  d'incidence  du 
ravon  ])(>r[)en<liculair(>, 

,.,   _  [siii  ((  —  /•) —  l','cos/-]2+C'-ros'^ /• 
mu'  (t  -h  .-) 

u     =  ^ 


sin-  {«■  +  /•) 

■'TTX' 

ang    ^     = 

—  G'cosr 

siii  (/  —  /•)  —  B'  cos/-' 

tt:3' 

^C 

'    isiiu— B' 

8.   En  raisonnant  comme  au  n°  3,  on  trouvera  qu'un  paralléIépi|M'(le 
incident  de  longueiu"  X  perdra  dans  le  phénomène  de  la  réflexion  et  de 


la  réfraction  inie  force  vive  égale  à 


plcosr     /„,  _  B"^  +  C- 
sin  («'  H-  r)  ' 


Cette  quantité  étant  toujours  positive,  nous  aurons 
aB'sin^ -IV- -C'->o; 
donc  B'  est  positif.  Pouri  ^  o,  nous  aurons 

B'-  H-  C-  =  o  ; 

par  suite  B',  C  s'annulent  pour  j  =  o  et  peuvent  être  considérés  comme 
renfermant  le  facteur  sin;.  Lorsque  /  est  égal  à  ->  le  ravon  réfracté  dis- 
paraît et  le  rayon  réfléchi  est  simplement  le  prolongement  du  r.iyou 
incident;  il  est  donc  évident  que  a'  est  nul  poin-  «  =  ->  et  C  renlernie 
le  facteur  cos«.  Je  puis,  d'après  cela,  poser 

C  =  2m'sin«cos/=  ?fi' sin  2/. 
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Daiili'c  |)arl.  la  force  \i\('  pciduc  (tant  tmllc  dans  cv  ras  extrême, 
on  a 

B'  -  5:^^^  =  ... 


et,  coniine  C'  est  alocs  nul,  il  reste 


=  o; 


mais  !)'  ne  peut  être  que  très  petit  :  donc  il  est  lud  pour  /  =  ->  et  il 
renferme  le  facteur  cosi.  Ainsi  on  peut  poser 

B'=//sinj/; 

/i',  m'  sont  des  fonctions  paires  de  /,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (n"  5  j. 

Quand  un  rayon  de  lumière  est  normal  au  plan  réflecteur,  tout  plan 
passant  par  ce  rayon  peut  être  pris  pour  le  plan  d'incidence;  il  en  re- 
sidte  cjuepour /:=  o  les  formules  cjui  donnent  c',  u',  «',  [i' doivent  être 
identiques  à  celles  qui  donnent  c,  u,  «,  j3  pour  le  rayon  polarisé  per- 
pendiLiilairement  au  plan  d'incidence. 

Faisons  tendre  /  vers  zéro,  nous  aurons 

et  ensuite 


\        /i 


'         1  \  2 


,    ,  (1+*')'-,,,'. 

>       M     =  4  — 


'-^7J  l'^7. 


en  comparant  ces  formules,  on  obtient 

h!  =  k,     m  =  m     pom-     /  = 


o. 
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S/ir  In  différence  entre  les  changements  de  phase  qui  s'opèrent  dans  les 
deux  rayons  principaiir  parla  réflexion. 

î).  Vax  (IcsigiKUit  para,  a'  les  chani^cincuLs  de;  phase  opt-rés  p'ai  la 
réflexion  dans  les  rayons  polarisés  perpendiculairement  et  parallèle- 
ment an  plan  d'incidence,  on  a  trouvé 

a -a  —  2  m  sin2t 

tang 


X  sin  2  i  —  sin  2  /•  —  ■zk  sin  2  / 

2Tia'  — m' sina  t  cosr 


X  sin  {i —  /•)  —  /i'sinafcos/-'  ' 

m,  m',  /•,  k'  étant  des  fonctions  paires  de  /,  qui  satisfont  aux   condi- 
tions 

m'  =  m,     k'  =  k,     povu'     /  =:  o. 

Les  physiciens  ont  cherché  à  déterminer  la  quantité  a'  —  a. 
Pour  déterminer  sa  valeur,  il  suffit  de  porter  les  deux  expressions 
précédentes  dans  la  fornude 

t;ing  -^r tang  — — 

{a)  tang 'if  («'_«)= ^  "    ^ 


■l~%  2  TT  a 

I  +  tanff  — ^ —  tan"    

"      A  ). 


Pour   /=o,    on    a    tang  ^^^  —  tang  ^   et   «' —  a  =  o.      Faisons 


croître  /,  les  quantités  m,  m'  étant  très  petites,  tang -^4^  est    toujoius 


très  petit  et  tang  '-^^  le  sera  aussi  tant  que  /  différera  sensihlenient 
de  l'angle  de  polarisation  I  ;  «'  —  a  restera  très  petit  jusqu'à  ce  qu<>  i 
devienne  voisin  de  T,  puis  il  atteindra  la  valeur  dr  7  pour   ur.e   valem 

de  /  très-voisine  de  I,  le  signe  ±  ayant  lieu  suivant  cjue  m  sera  posifil 
ou   négatif.  [Sangle  z  continuant  à  croître,  a'  —  a  s'apj)roch(>ra  rapi- 
dement de  dr  -  et  atteindra  cette  valeur  pour  ?  —  -. 
•i  '  2 

Joiirn.  de  Math.  (3°  série),  lonie  VU.  —  Jiillet  iSSi.  >JO 
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Pour  siinplifior,  posons 

— ^-^^ =  J,     51112/ —  sinar  =  y, 

a'  étant  très  polit,  on  pourra  mettre  l'équation  (a)  sous  cette  forme 


tangj=  -  lang  — 


lans  — r— 
Tira  A 


:>,  —  X 


Si  l'angle  /  est  pris  très  voisin  de  I,   on  pourra  remplacer  cos^  ^^ 
parcos-J;  cette  équation  pourra  donc  s'écrire 


2  m  si  II  :>,  ;  i       .  'îTra' 


— r- ■  -) n  tang  -  -  =  tangJ, 

2/iSiii!(  eus- J  ^      k  " 

'>  —  a' 
et,  en  négligeant  le  produit  /■  tang  -^4^)  on  aura  l'équation 

(b)  Ix  +  m  cot.l  -+-  -, i-. i  tang  -^  —  — l — ^.• 

Dans  celle  équation  nous  regarderons/:,  m,  lang— ^—  coniine  des  in- 
connues, et  les  autres  quantilés  comme  des  données  de  l'expérience. 

Dans  la  théorie  que  j'ai  exposée,  k,  m  ne  sont  pas  des  constantes; 
mais,  si  l'on  su|)pose  trois  expériences  faites  pour  trois  incidences  très 

peu   différentes,   les  quantités  k,  m,  tang  ^^^  seront  à   peu  près   les 

mêmes  pour  les  trois  expériences  et  les  trois  équations  [h:  détermine- 
ront sensiblement  leurs  valeurs. 

En  prenant  i  suffisamment  près  de  I,  /  deviendra  très  petit  et  le  troi- 
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siémc  tonne  ilc  [h)  négligeable;  on  aura  donc  l'équation 


(c)  k-\-mco\i 


asm  2 1 


et  il  suffira  de  deux  expériences  pour  calculer  m  et  /■. 

Si  l'on  prend  pour  unité  l'intensité  d'un  rayon  incident  polarisé 
perpendiculairement  au  plan  d'incidence,  l'intensité  du  rayon  réfléchi 
qui  en  résulte  sera 

j  [(i  —  a  Alsin?.  A  —  sin2/]--h  4"*^sin^2/_ 

(sina  i  -(-  sinar)'-  ' 

la  valeur  de  i  qui  satisfait  à  l'équation 

(  I  —  2^-)  sin2i  —  sinar  =  o 
est 

l  =  \ -, , 


I  étant  l'angle  qui  satisfait  à  tangl  =  n,  et  la  valeur  de  c^  correspon- 
dante sera 


(sin2(  +  sina/')- 


Applicalions  numériques  de  cette  théorie. 

10.  M.  Jamin  ayant  soumis  à  l'expérience  un  verre  dont  l'indice  de 
réfraction  était 

/i  =:  1,487,     ce  qui  donne     I  =  56''5', 

il  a  \.rovLvè [Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  i85o,  t.  XXIX,  p.  299")  : 
pour/ =  55''45', 

J  =  4o°8'; 
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pour  /  =:    ')(/'. 

|)()m'  /  :=   M)°l  V, 

J    :=    I23"29'. 

Deci's  trois  résultats  on  déduit,  au  moyen  de  l'équation  (c),  les  trois 
siii\antes  : 

^-  -+-  I  ,  1261  m  =  o,oo338, 

Â~  -+-  0,2567m  =  0,000808, 
k  —  o,G6i4ot^  —  0,001786. 

En  résolvant  les  deux  premières  équations,  on  trouve 

7?2  :=  0,0029^6,     ^=0,00005. 

En  résolvant  la  deuxième  et  la  troisième,  on  a 

m  =  0,002825,     ^  =  0,000082. 

Ces  résultats  sont  très  concordants;  car,  k  étant  très  petit  par  rap- 
port à  m.  l'erreur  relative  commise  sur  /•  peut  être  beaucoup  plus 
i;i"and('. 

Nous  avons  vu  que,  si  m  n'est  pas  constant,  il  est  une  fonction  paire 
(le  7;  si  l'on  pose  m  =  Isin'^i,  l  étant  constant,  les  phases  a,  a'  sont  alors 
nulles  pour  /  =  o  et  les  trois  équations  ci-dessus  deviennent 

X- +  o,  8io4  /  =  o,oo338 
/■  -H  o ,  1 765  /  =  o ,  000808, 
k  —  0,4573  /=  —  0,001786. 

Des  deux  premières  on  tire 

/=o,oo4o54,     X:  =  0,00009; 
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cl  (le  la  dcuxicnu;  v\  la  troisième 

l  =  o,(H)]oc)']  ,     ^- =  o.ooooSf), 

cl  CCS  résultats  sont  encore  i)lus  concordants. 

M.  .laniin  avant  expciiincnté  de  l'eau  distillée  dont  l'indice  de  ré- 
fraction est 

n=  1 ,  TV^,     ce  qui  donne     I  =  )3°7', 

il  a  trouvé  [Anna/es  de  Chimie  et.  de  Phjsiqne,  iSji  ,  t.  XXXI,  p.  174)  : 
pour/  =  53"3o', 

J  =  -  i53°/i3'; 
j)()ur /'  ^  oS^iV, 

J=  _  126°,  32'; 
pour  i  =  j2"j5',  f 

j  =  -  45r 

Des  deux  premières  expériences  on  conclut 

m  =  —  o , 00 1 5 2 1 ,     k  ~  o, oooo83 

et  des  deux  dernières 

m  =  —  o ,  00 1 1 1 G,     k  ^^  o ,  000080, 

ce  qui  est  très  concordant. 

J'ai  enfin  obtenu  pour  le  diamant 

I  =  G7''/jo',     w=  0,01 55,     ^- =  0,000260. 

D'après  la  théorie,  k  doit  être  positif,  ce  qui  s'accorde  effectivement 
avec  les  calculs  précédents;  on  voit  ensuite  que  dans  le  verre,  le  dia- 
mant et  l'eau,  k  est  une  quantité  très  petite  en  comparaison  de  m;  on 
en  doit  conclure  que  la  quantité  de  lumière  perdue  sur  le  pkn  réflec- 
teur est  très  petite. 


aicS        É.     MATHIEU.    —     POLAIUSATION     KLLIPTIQUE    PAU     RÉFMAION. 

.le  m'arrête  aux  applications  qui  précèdent  et  dans  lesquelles  je  n'ai 
déterminé  les  deux  quantités  A'  et  m  que  dans  le  voisinage  de  l'angle 
de  polarisation.  En  effet,  les  déterminations  numérupies  de  ces  quan- 
tités doivent  être  plutôt  faites  par  les  physiciens,  qui  peuvent  seuls  aj)- 
précier  le  degré  de  précision  de  leurs  expériences  et  les  multi[)lier  à 


lein-  <2ie. 


FORCES    CENTRAf.rS.  2)1) 


Sur   fjiic'/(jNc.s   (questions  co/icer/ia/it  les  forces  centrales  ; 
Put  M.   Edouard  COUBESCURE. 


On  sait  que  lîinet,  dans  une  Note  insérée  au  Tome  II  (i"^*  série)  de 
ce  Journal,  a  considéré,  au  lieu  des  trois  équations  ordinaires  relatives 
au  mouvement  produit  par  une  force  centrale,  un  système  de  n  équa- 
tions présentant  la  forme  caractéristique  des  équations  mentionnées. 
Bien  que,  en  ce  qui  concerne  l'intégration,  la  présence  de  n  coor- 
données n'introduise  aucune  difficulté  nouvelle  et  qu'on  j)uisse  se 
ramener,  si  l'on  veut,  au  cas  de  deux  coordonnées  rectangulaires  seu- 
lement, il  est  difficile  de  méconnaître  le  caractère  d'élégance  et  de 
symétrie  qui  régne  dans  l'analyse  de  l'éminent  géomètre  (  '  ).  Cette  cir- 
constance m'avait  engagé,  dans  le  temps,  à  considérer  un  nombrequel- 
conque  de  systèmes  présentant  isolément  la  composition  des  équations 
de  Binet.  Mais  une  modification  plus  essentielle  consistait  dans  l'intro- 
duction d'une  forme  quadratique  générale  à  la  place  du  rayon  vecteur.  Je 
m'étais  occupé,  entre  autres  choses,  de  cette  double  généralisation,  dans 
l'une  de  mes  Thèses  pour  le  doctorat,  présentées  en  i858  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris.  Cette  Tlièsc  n'ayant  paru  dans  aucun  Recueil  pé- 
riodique, il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  d'en  reproduire,  avec  quelqiu^s 
légères  modifications,  le  premier   paragra|)he.    Les   paragraplies  que 

(')  J'hésite  d'aulaiU  moins  à  conserver  les  n  coordonnées,  que  les  formules 
dont  je  fais  usage  ne  sont  généralement  pas  plus  longues  à  écrire  quand  on  laisse 
ce  nombre  n  indéterminé. 


2/|0  IC.     COMBESCURE. 

j'ajoute  ici  se  rapportent  à  des  transformations  dont  quelques-unes 
m'étaient  depuis  longtemps  connues  et  se  présentaient  assez  natuivl- 
Icmcul.  J'v  joins  ensuite  les  formules  répondant  au  cas  d'une  résistance 
du  milieu,  fornndes  dont  je  ne  m'étais  nullement  occupé.  Enfui  j'ap- 
plique la  théorie  à  queUjues  exemples  particuliers. 

|<  I.  —  Sur  un  problème  de  M.  Bine/. 

Dans  le  Tome  11  du  Journal  de  IJouville,  M.  Rinet  a  donné  une  élé- 
i^ante  extension  analytique  du  problème  relatif  au  mouvement  d'un 
point  matériel  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale.  I.a  méthode  de 
l'cminent  géomètre  peut  être  étendue,  sous  im  certain  point  de  vue,  à 
un  système  d'équations  de  la  forme  du  suivant  : 


lO 


d-.r 
dl' 

==  R^, 

dt^   -^^'■'" 

di^    -^'■-^^' 

d\Y 
dl- 

=  Ry. 

d"-  )',        „ 

dt^  -^^-y- 

d'z- 

dr- 

-R:;, 

''-■y  -R  - 
di^    -^M-,. 

dty  -^^2-^- 

ou  le  nombre  des  variables  de  a?,,  y,,  s,-,  ...  peut  changer  arbitraire- 
ment d'un  groupe  vertical  à  l'autre.  Mais,  au  lieu  de  considérer  le  carré 
du  rayon  vecteur  comme  la  somme  des  carrés  des  coordonnées  corres- 
pondantes Xj.  y,,  c, je  prendrai 

i,  J,,  ...  désignant  des  fonctions  homogènes  du  second  degré,  de 
façon  (jue 

I   S  =  ax-  +  hy-  -l-  cz-  -\- .    .-+-    aayr;     -i-    ihxz    ■+ .    ., 
i^j  S^=  a^a■^\-^b^y\-hc^z\-\- .  .  .+  -MX^y^Z^-h  2\^^X^Z^+ 

Ola  étant,  si  l'on  pose  fies  accents  indiquant  les  dérivées  par  tap- 


l'OIiCrS    CRNTRALES.  24  I 

j)orl  à  /) 

[   f  =  ax'-  +  hy-  -i-cz'-  -I-. .  .H-  2aj''s'+  ^ihx' z  -\- . . ., 
(3)  j  Y  =  axx' -\-hyy  +  czz' -\-. .  .-[-  afj3'+  sy' )  +])(a;s'+  ca;')  +  . . .  , 
>    ) 

en  (liffércntiant  deux  lois  de  suite  l'équation 

()[i  aura 

ir\        ^' P  —  ^■'^■^■'"  +  & r y"  +  •  ■  •  +  a ( y^" + ^ y" )  +  •  •  •    ,  >'^f - 1'"'- 
^^^       df'  ^  •        p  "^     p»    ■ 

Or,  (luelles  que  soient  les  quantités  x,y^  ...,x',y,  ..,,  l'expics- 
sion  jf  —  F-  revient  identiquement  à  une  fonction  homogène  du  second 
ordre  des  seuls  binômes  [xy  —  yx'),  [zx'  —  xz'),  ...,  lesquels,  pai- 
une  combinaison  visible  des  équations  (i),  se  réduisent  séparément 
ici  à  des  constantes.  Donc,  en  chassant  x",  y",  ...  au  moven  de  ces 
mêmes  équations  (i),  on  aura  la  première  du  groupe  suivant,  les  autres 
avant  une  origine  analogue, 

dt'  '  p' 


/-,  A,,  ...  étant  des  constantes  arbitraires. 

Les  deux  premières  équations  (i)  et(5)  donnent 


dKx  d'p  k-.r 


P  df'      "^  di^  r 

d'où,  en  posant,  d'après  M.  Binet, 

dt  =  jo-  (h, 

Journ.  de  Maih.  I^i'  série),  tome  VII.  —  Juillet  i88i. 


3i 
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<'t  j)r('uant  do  constaiil,  résulte 


7/^  +  7  ^"- 


d'à 
On  a  donc 


OC  .  I  t 

-^AsiiTjp  +-A'cosï,  —  :^  A,  .siiiŒi  +  A,  cos'i,, 

P  '  ?i  '  ' 

-  =  Rsina;  -f-B'coscp,  —  =  B,  sin'i,    t-  B',  coss,. 

?  '  Pi  .  1         . 


(6) 


C  sin '0  +  C COSC& ,     —  :=  C,  sin o ,  +  C',  coscs , , 

,  '0.  1.1  II' 


et 

(7)  ^^'  =  ^'=--^ -=•••• 

Quant  aux  constantes  A,  A',...,  B,  B',  ..,  elles  doivent,  dans 
(  Ijarjue  grouj»'  vertical,  vérifier  trois  relations  telles  que  les  suivantes, 
qui  résultent  de  la  reconstitution  de  p-  ou  j"  au  moyen  des  expres- 
sions j6), 

(8)  :!?(A,B,  ...;  =  1,     j"  A',  B',  .    .)  =  f.     F(A,  A,  B,  B'.    . .    =  o, 

les  premiers  membres  désignant  ce  que  devieiment  S,  f,  F  quand  x, 
y.  z,  .  . .  sont  remplacés  par  A,  B,  (>,  ...,  et  en  même  temps  r',  y',  z',  ... 

par  A',B',  C 

L'intégration  du  système  complet  i)  est  ainsi  ramenée  à  celle  des 
é([uations  (5)  et  (7). 


§  II.  —   Transforma  lions  pari  iciilicrcs. 

Si  dans  la  première  é(piation    5)  on  remplace  y  par  f.  celte  équation 
devient 
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d'où,  par  la  (li((crciitialioii, 

,      ,  d^S  df<  d\\  ^ 

■'  f/i-"  '      dl  dL 

Oïl  ailive  cmoi'c  à  retU"  dcniièn-  t'-tmation,   en  observant    qiit!  les 
équations  cledéfiiiilioii  (2)  et  (3)  doiiiioiit  tout  de  suite,  en  avant  égard 

En  éliminant  Fct  f,  on  retombe  sur  (10),  dont  (()    esl  nue  intégrale 

première. 

On  peut  remarquer  que  réliminalion  de  R  entre  les  deux  dernières  if) 

iournit 

-.  ^  c?f  dV 

2fr. +,_-_2F^  =  o, 


on,  en  veitu  de  la  première, 


r  d^       ^  dX  ^  d¥ 

^dl^'dl-^^^t^^''' 


ce  qui  redonne,  par  l'intégration, 


A  cause  de 

(h 


f-do 


l'équation  (5),  en  prenant  d'^  constant,  revient  à 

p   \  p         "'f  "  / 

Soit  actuellement 

£  =  (z,r +  |5v-f-7-  +.. . 

une  fonction  linéaire  liomogène  dont  les  coefficients  sont   (l<-s  cou- 


2^4  K-    COMBESCUnr. 

slanles  quelconques;  on  aura 

et  la  combinaison  de  cette  dernière  é(juation  avec  (5)  donnera,  connne 

|>onr>r, 

S  =  mo  sin(©  -i-  s), 

m  et  z  élant  deux  constantes  arbitraires,   vérifiant  à  cause  des   for- 
mules (G)  les  deux  conditions 

2Aa  =  /«cosc,      Z  A'a  — //?  sins. 

En  vertu  d<'  ré(|uation  précédente,  ces  mêmes  formules   ())  pourront 
s'éci'ire 

I  m  V  iif 

(i\')  <  i  ■  r ^ 


en  posant 

.1,  =  A  coss  +  A'  sins,     -l,'  =  —  A  sine  +  A'cos  =  , 

m,  =  B  cos£  +  B'  sina,      u!.'  —  —  13  sine  +  B'  coss, 


les  nouvelles  constantes  -A.,  x'  ,  . . .  devant  satisfaire  aux  conditions 

-f  (ji.,,  ifi,, . . .)  =  r,    .i{.K.'  1)1/,  ...)  =  !,■   r(,.i,,  .V,'.  11!,,  m',  . . .  )  =  o. 

On  s'assure  d'ailleurs  c[ue  l'équation  fi  i)  se  transforme  dans  la  sui- 
vante : 

ou 

,       ,    -o  _  w-^-  i{  r  I  "I  _  2  «i V>2  (/  r  if,  -| 
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en  posant 


-5  t 

m- 


F'oiii-  s'tMi  coiivaiiicrc,  il  su((il  d'obscrvc^r  f|iio,  à  cause  de 

-  Ar  /- 

m  siii (  0)  -+-  s)  =  - ,     d'où     nifj-  cos(  œ  +  =  )  -sï^  -—  6  —  s  -.;'  < 

le  second  membre  de  l'équation  (12)  revient  succcssivenient  a 
/,'  d  (  I    f/«2  \        /.-^  d\    d   {  i  d\  \        k'-   d  I  1   d\ 


A^  ^  /  I    f/;^  \  /.-^  rti;     rt     /  I    rtt  \  A-    cl  /  1    (/; 

^  lÂ  ly  ^y  ~  72  ^  r^  (^p  d^j  —  jfTh  \y  Th 


dl. 


en  substituant  au  dernier  membre,  au  beu  de—  -r>  i'exi)res-,ion  eiiii 
valente 


d'- 

•  ces  (  2)  +  é)  —  ^n  sm  ( y  +  £ )  -7; , 


on  retombe  sur  l'équation  (i  i). 
On  remarquera  qu'en  posant 


d'où  résulte 

la  formule  (12)  peut  encore  s'écrire 


c'est-à-dire 
12J  R  = 


Suivant  cju'on  emploiera  les  coordonnées  ù  et  2;  ou  p  et  ;.  ou  enfin  v 


2^n  K.   (:()-\ii!i:s.cuni;. 

et  ç,  il  faudra  joindre  à  <  i  i  i  ou  à  (12),  ou  enfin  à  (i  2o),  l'une  des  équa- 
tions siii\antes,  dont  le  preniiei'  nieniljre  est  toujours  /v//,  saxoir  : 

(i3)  /•(//  =  (.-  (h  —  --  '-      -  = ~<h. 

il  est  presque  superflu  de  faire  observei-,  que  dans  les  groupes  (1), 
les  quantités  R,  R,,  ...  désignent  des  fonctions  tout  à  fait  quelcon- 
cpies  connues  ou  inconnues,  et  que 'si  l'on  voulait  faire  rentrer  le 
premier  de  ces  groupes,  par  exenij)le,  dans  le  typ<'  caractéri^tiqu('  pour 
les  forces  centrales,  il  suffirait  d'écrire 


R=.^, 
/■ 

où 


/•  =  V  .^-  +y-  +  r-- + . . . , 

,-fl  étant  censé  représenter  la  force  centialï"  proprement  dite. 

s5  m.  —  Relations  entre  les  diverses  constantes  et  les  valeurs  initiales 
des  variables  et  de  leurs  dérivées  premières. 

Lorsqu'on  adopte  les  coordonnées  p  et  0,  les  coefticients  qui  figurent 
dans  p  s(mt  censés  genéi-alemenl  des  constantes  données.  I.a  constante 
arbitraire  k,  cjLii  correspond  à  la  constante  principale  des  aires,  est  dé- 
finie en  fonction  des  valcin's  initiales  a-,,,  y,,,  . . .,  a;-,,,  r'„,  ...répondant 
à  /  :z^  o  par  la  relation 

yi--  =  iia-„,_r„,  ...i;î(.r;,._v;,,  .    .)  — F(.r„,  .»•;,,  .  .)-. 

Les  i-elations  (G)  et  leurs  différentielles  premières  donnent  ensuite 

A  =  Mo-,  +  M'a-;, ,     B  =  M.v„  +  M'y'„  . 
A'  =  Na^„  +  N'a-;, ,     B'  =-  N >'„  +  N'y,, , 
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on  posant 

-,        sino,,         o'  ,,,        o„ 

M  =  — -'  —  ',"  cosç,,.      M'=  'icoso,,, 

T.,  COS'J.,  p'       .  •_-,,  3,1      . 

N  = ^' -r- ^sin^,,,      N'=: -- ^sni-^„, 

et  il  faut  observer  (pic 

p„p[=F{x,..r[ ). 

Il  est  facile  de  ix-eonninlic  (\\u',  avec  ces  expressions  des  coiistmiles, 
les  trois  conditions 

j(A,B,...  =1,     j?(A',B',  ...)  =  I,     F(\,A',B,B',  ...  =  () 
sont  idenhtpienient  satisfaites.  On  a,  en  effet, 

,f  (  A,  B,  . . .)  =  M-.f  (.r„ '4-  aMM'Fi  .T„,  a:-', )  -)-  M'-f  (a^; 

i(A',B',  ...)r.  N'J(-^-o -i-    2NN'F(x„,x'„,...:i+  N'--f«,...  , 

F(A,  A',  ...;■  =  MNi(.r, 4-(lV™'  +  NM')F(,:ro,.r;,, ...  +M'N'.7:,r; i, 

et  il  snffit  de  substituer  aux  seconds  meinbres  les  expressions  précé- 
dentes de  M,  M',  N,  N'  pour  constater  que  ces  seconds  membres  se 
réduisent  respectivement  à  i ,  i ,  o,  en  vertu  de  l'expression  /r  écrites  un 
peu  plus  haut.  Quant  à  la  constante  arbitraire  ç„,  cjnand  on  aura  inte- 
grél'éqnalion  (12)  jointe  à  (i3),  ou  cette  dernière  équation  jointe  à  (5;, 
les  trois  constantes  introduites  par  cette  intégration  .se  détermineront 
en  fonctions  de  p„,  p\^,  Oç,,  mais  cette  dernière  cpiantité  restera  toiu  ii 
fait  arbitraire;  on  peut  la  considérer  comme  un  paramètre  de  consti- 
tution propre  au  système  des  coor  tonnées  0  etç5,  et  lui  donner  telle 
valeur  déterminée  qu'on  voudra. 

Si  l'on  fait  usage  des  coordonnées  0  et  '£,  les  valeurs  des  constantes  i, 
-l.',  . . .  sont 

I  ' ^  1      ?"''»^    '^ 


I   ;,>     '        ' 


'0 


A'  /«      "  k  m      " 


7.]3  É.   coAiBi:sr.("Ri:. 

la    coiislaiitc  Z-avaiil  la  valeur  clrtciiiiinéf  ci-dessus.  On  reconnait  que 
ces  expressions  rendent  ideiili(|nes  les  daw  relations 


2.-l.«  =  //?,      -l  a -- o. 


Elles  rendent  aussi  identiques,  d'après  ce  qui  précède,  les  trois 
autres  é([uati()ns  de  condition.  Cette  même  constante  /.•  peut  aussi  se 
déterminer  au  mo^en  tle  1  écjuation 


,  /Il  m 

/{  =   --^  : 


V 


où  Ton  mettra  pour  x,  y,  ....  x',y',  . . .  leurs  valeurs  initiales,  en  pre- 
nant encore 

I  ,'équation  précédente,  où  jO  et  £  restent  cjuelcouques,  servira  avec  (12) 

à  déterminer  p  et  —  en  fonction  du  temiJS  :  les  constantes  introduites 

s'exprimeront  au  moyen  de  r;,,,  p\.  —  ;  —  >  en  sorte  que  m  restera  indé- 

terminé  et  pourra  recevoir  la  valeur  particulière  qii'on  voudra. 

Quand  on  ne  veut  pas  faire  figurer  les  valeurs  initiales  de  x,  y,  . . ., 
x' ,  y,  . . .,  il  y  a  lieu  d'examiner,  suivant  les  cas,  quelles  sont  les  con- 
stantes, tant  A,  A',  . . .  que  celles  qui  eutn^it  dans  2,  dans  S  et  dans  les 
intégrales  définitives,  qui  restent  vraiment  arbitraires  et  celles  qui  sont 
des  constantes  de  co/isfitnlion.  L'exemple  suivant  mettra  en  évidence  le 
sens  précis  de  cette  remarque,  sans  cju'il  soit  nécessaire  d'y  insister. 

II  est  presque  superflu  d'introduire  ici  la  remarque  générale,  à  savoir 
(pie  la  coordonnée  p  n'est  autre  chose  que  le  paramétre  de  similitude 
de  formes  quadratiques  homothétiques,  et  H  le  paramètre  analogue 
pour  les  formes  linéaires. 


FORCES    CICNTHALF.S,  a/|(J 

§  IV.  —  MouvcincrU  suivani  une  conique. 

Une  conique  ;i   n  coordonnées  x,  y,  z,  . . .  peut  être  ici  définie  par 
réf|iiali(in 

(/)  f  =  2Ç-t-  A, 

où  //    est    nne   constante.    En    diJTéreiiliant    cette  équation  cl  ayant 
égard  à 

en 

on  aura  successivement 


at- 


^i  (Il        f/M?  „  „        f/Ki  „  (/t  ^  dl{ 


et  l'équation  (lo),  §  II,  deviendra 

On  en  tire 

G 


Vr  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  expression,  sauf  la  présence  ici 
de  n  coordonnées,  est  précisément  celle  trouvée  par  IM.  Yvon  \  illar- 
ceau  [Connaissance  des  Temps  pour  i852j,  et  l'on  peut  regarder  l'équa- 
tion 

G/- 

^•^  =  [I3ny3 

comme  définissant,  au  point  de  vue  dynamique,  la  force  centrale  la 
plus  générale  propre  à  faire  décrire  librement  une  conique  à  un  point 
matériel. 

Les  expressions  (/),  [g]  de  ,f  et  de  R,  substituées  dans  (9),  four- 
nissent ensuite,  entre  %  et  t,  la  relation  au  moyen  de  laquelle  s'acliéve 
la  solution. 

Joiirn.  de  Malh.  (3°  série),  tome  Vil.  —  Jiillet  i8Si  J2 
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Si  l'on  veut  F:tiit'  usage  de  l'équation  (12).  eu  iniroduisaul  danseelte 
équation  l'expression  (i)  de  J^,  on  obtient 

On  déduit  ensuite  de  la  seconde  (i3) 
k  lit  =. 


et,  en  posant 

/. 


:  =  m"^  +  m  sim-  -t-  A  cos»\       ,,,2  ,   /,  —  ii>  ,  —  ^''     • 

il  en  résulte,  en  ayant  égard  à  (G')  et  désignant   par  r  une  constante 
arbitraire, 

n/  -h  T  =:  «^+  e  sintr, 


a-  =  a(e  +  costv  )  +  a  suur, 
(«0  \  v  =  bfe  +  cos(v)  +  b'sinir, 

s  =  c  e  +  cos w)-\-  c! sin w. 


les  nouvelles  quantités  a,  a',  ...  qui  sont  mises  à  la  place  de  ,v,  \Jm'^-hh, 
a' \Jm-  ~\-  h,  ...  devant  satisfaire  aux  deux  relations 


lau^=  m\m^ -h  h,      ia'îf  =  o. 
En  faisant 

—  k'{m^  -+-  h  I  ^^  p., 

et  regardant  «,  /3,  ...,/«,  ju,  comme  des  quantités  données,  les  expres- 
sions ci-dessus  renferment  le  nombre  2«  de  constantes  arbitraires  exigé 
par  l'intégration.  On  remarquera  que  l'équation  (g,)  peuT  encore 
s'écrire 

{£■  )  R  =  — ->     on  bien     R  — j-r.  ■ 

^^  '  (I  -^  e  cos(r)''  ri    (/<•' 

Je  suppose  inversement  qu'on  se  donne  l'expression 
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OÙ  i^k-  =  ij..  La  fornnile  (12,),  en  faisant  /5,  =  \/ p' -  |r,.  fonrnit  par 
première  intégration 

s^  _ m ( \-t-  h) 

(I  on 

^, — 'g.i  ^,v-^-(S  +  Âr^-p.,^(^  +  /o  +  ^/t^ 

A' -H  c/t 


Hir 


(■  et  e'  étant  i.\eux  constantes  arbitraires.  Si  1  on  introduit  celte  valen. 
«le  p,  clans  les  équations  (G'),   on  ol)tient,  en  écrivant  .1,  au  lieu  ck 

-l.  +  mc'X' , 

et  l'on  a  les  deux  conditions 

2 -X  a:=m,     1  A;'  a  ^  o , 

ce  qui  réduit  à  in  —  i,  comme  cela  doit  être,  le  nombre  des  arbi- 
inures,  c  compris,  qui  figurent  d;ins  ces  n  équations.  Par  la  subsli- 
tution 


2  +  /'--f +Y/f(A  +  |)cos«s 


cpii  réduit  le  radical  ci-dessus  ^^S^/ g{h  +  £  )  suki-,  et  en  teuantcompte 
de  la  seconde  (i3),   on   se  ramené  aux  formes  (a  .  ]1  faut   observer 
(lu'en  adoptant  directement  les  expressions  précédentes  de  x,  v, 
qui  définissent  une  conique,  et  se  rappelant  que 

;i?(.i„  ...j  =  i,     #(a.',  . ..;  =  !,     F!4.,.,i/. ...  =0, 
ou  aura 

ce  qui  revient  à  dire  que,  dans  l'expression  ci-dessus  de  ,^., .  c  peut  être 
su|)posé  égal  à  zéro. 


aSs? 
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Cette  expression  dv  p,  doit  tHre  modifiée  lorsqu'on  suppose  ^-i- c/i 
égal  à  zéro.  L'équation  (lillérentielle  qui  jM'écède  l'expression  dont  il 
s'agit  devient  alors 


-p. 


On  en  lire 


et  l'on  peut  prendre,  par  suite, 


X  =  A. h  X!     [  +  -  -F 


ivec  les  conditions 


"i.VoL  =  m,     2-1,  «  =  o. 


Sans  se  préoccuper  de  la  coordonnée  p^,  on  reconnait  que  ces  ex- 
|}ressions  satisfont  à 


pourvu  que  l'on  détermine  ^  en  fonction  de  /,  par  l'équation  du  pn 
niier  ordre 

^^  =  â('  +  ï,)' 

où,  bien  entendu. 


r^^/>r' 


mais  on  voit  que  les  expressions  intégrales  qui  précédent  ne  renferment 
que  2n  —  2  constantes  arbitraires,  en  sorte  qu'on  n'obtient  cpi'une 
solution  particulière  de  la  question. 

La  fornude  (12)  devient  illusoire  lorsqu'on  suppose 


?  T'  —  rj  =  —  h, 
(I', 
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h  chmt  une  coiislanli-  (|iicl<"()iH[ti(",  c'ost-à-dire  lorsque 

on,  ce  qui  revient  an  même,  en  excluant  le  cas  de  [j  constant  (piand 

.f  ='p- =  (?+/<  )^ 
T/équation  (9)  fournit  alors,  en  ayant  encore  égard  à  -j-j  =  R;, 


[g.^  -R=     ^'''     -^''^ 


L'équation  (11),  qui  est  seulement  en  défaut  dans  le  cas,  qu'on  i)ent 
exclure,  où  y  serait  constant,  donne,  par  suite, 

II.  , 

-  =  T  +  c  suiy  +  c  cosip, 

c  et  c'  étant  des  constantes  arbitraires.  On  a,  par  conséquent,  d'après 
les  formules  (6), 

A  siii'i  +  A'  roses 


X  = 


7  -(-  c  sino  +  c'  costs 
h  '  ' 


ce  qui  définit  une  conique.  Il  entre  dans  ces  expressions  de  x,j-,  ... 
les  an  constantes  arbitraires  =1.,  a! ,  ...  et  les  trois  -j-,  c,  c';  mais  il  n'\ 
a  visiblement  que  20+2  constantes  indépendantes,  et  à  cause  de 

,f(A,...)=i,     3f(A',...)  =  i,     F(A,A',  ...)  =  o, 

ce  nombi-e  est  réduit  au  nombre  voulu  in  —  i . 
En  posant 

T  +  ireos  ©  +  £^  T  +  c  snio  +  c  cos©, 
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(i  faisaiil  iisayc  do  la  siibslilution  connue 


rnsu'  —  4'/* 

cos  (  œ  -r  £    == — ■■ — , 

'         '        I  —  i,'/(  cos  li- 
on ania 


s 


et  l'on  fera  rentrer  les  expressions  précédentes  dans   la  forme  (a),  y 
compris  l'équation  déduite  dep-  (l(f  =  kdl. 

Comme  l'équation  écrite  un  peu  plus  haut,  entre  p  et  f ,  peut  se 
mettre  sous  la  lonnc 

h  =  p -h  pgh  co^{o -h  i), 

et  qu'on  n'altère  pas  la  forme  des  équations  (G)  pas  |)lus  que  les  trois 
conditions 

J(A,...)=i,     J(.V,...)  =  i,     F(A,A',...]  =  o, 

en  donnant  à  s  la  valeur  qu'on  voudra,  on  peut  poser 

ghcos{f  +  =)  =  —  S, 

et  l'on  est  ramené  à  l'équation 

p  =  ^  +  h. 


d'où  l'on  [)eut  conclure  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  forme  que  l'une  on 
l'autre  dos  expressions  (g.^)  donnant  à  II  la  composition  analytique 
requise  en  ce  qui  concerne  l'intégration,  résultat  que  M.  Darboux  a 
étal)li  par  d'autres  considérations,  en  faisant  connaître  en  même  temps 
la  seconde -forme  [go)  de  R{Comp(es  rendus  de  r Académie  des  Sciences. 
avrd  1  877). 

Revenant  à  la  théorie  générale,  il  est  à  peine  nécessaire  de  signale)- 
trois  cas  oii  le  problème  d'intégration  se  résout  immédiatement  par 
des  quadratures  : 

1°  Celui  où,  dans  la  formule  (1  i),  on  suppose 
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:?"  ('.('lui  où,  dans  la  iiu'iiu'  ioirmili',  on  pi'eiicl 

3"  Enfin  coliii  où,  dans  la  l'oinnilc    12")  ou  (12,  ),  on  siijiposo 

R -/(?)• 

J'ajouterai,  pour  le  cas  le  plus  important  de  deiix  coordonnées  rec- 
tangulaires j",  y,  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  diverses  con- 
stantes, quand  on  fait  usage  simultanément  des  coordonnées  p  et  ;, 
auxquelles  on  fait  correspondre  les  formules  (6').  On  a,  dans  ce  cas. 

.i  =  ax"  +  by-  +  icxy,     S,  =  «v  4-  /Sj, 

avec  les  cinq  conditions 

a.X,-  -h  èiiï,^  +  2r,l,T(\,  =  I , 

rt.l/=  +  illi>'=  +  2C.A/D'o'  =  I  , 

a ^t-i.'  4-  h  ii'o-ul)'  -+-  c (  A>\k'  -h  *=l/ )  =  o, 
tia  +  tfd^  =  m, 
A' a.  -+-  \)î)'j3  =  o. 

Si  l'on  désigne  par  /c'  la  constante  des  aires,  telle  que  généralement 

on  a  ici 

k^  =  [ab  -  c''){yx'  -  xy'Y , 

en  sorte  que,  en  donnant  à  k  et  k'  le  signe  qu'on  jugera  à  propos,  on 
aura 


k=z  k'  \jab  —  c'- , 

k'  =  X\H,'  —  iSitX'  - 


■t  l'on  pourra  particulièrement  écrire,  sous  les  deux  formes  suivantes. 
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le  groupe  des  cinq  relations  ci-dessus 

/  m-  =  k'iba-  +  a{'j-  —  2cafi), 

■^-  =  7;r  ( ^«^^  --  ^r^ ).    ii'o  =  ^  ( «fi  -  c«  ^ 

.1,'  = ~B,     0)!,'=  -'-a, 


rt 


TTÏ —  '       '^  —    'pi '       ^  —  —  7^  ' 


)'"  ,  r  'Il         I 


!:<  V.  —  Momement  dans  un  milieu  rcsistanl. 
Je  suppose  qu'au  lieu  îles  équations  (i)  on  considère  les  suivantes 


où  jusqu'ici  R,  E,.  .  . .,  V,  V,,  . . .  sont  des  quantités  tout  à  fait  quel- 
conques pouvant  dépendre,  quand  elles  sont  données,  de  toutes  les 
variables  .r.  v,  ....  .r,.  v, ,  ...  de  leurs  dérivées  premières  x' ,  y' ,  ... 
.i|,  V|.  ...  et  de  la  variable  indépendante  /.  En  introduisant  une  fonc- 
tion auxiliaire;  T.  telle  que 


T  di  ~  ^  ' 


I  élinnuation   de  R  entre  les  deux  premières  (r').  par  exemple,  don- 


nera 


xy' —  yx' 

— — -y —  =  consL; 

l'expression  if  —  F",  cpii  figure  dans  le  dernier  terme  de  l'équation  (4), 
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À^i- 


ii,  1,  (Icviondra  donc  iri  égale  à  IrT'- ,  en  désignant  par/-  une  t(instanlf 
arbitraire.  Celle  équation  [f\  )  deviendra,  par  consécpicnt,  en  ayant  é<;ard 

àfi'). 


('I  J 

Soit  encore 
en  sorte  que 

Si  l'on  fait 


I  =  «a?  +  (5  V  4-  7  s  -f-  ... , 


'^^-      i.'T  r 


cette  équation  pourra  s'écrire 

k'ï    cItd 


et  l'on  aura,  par  suite. 


2  1'ro    "' 


R  = 


On  a,  d'ailleurs, 


2f        rff 


ce  qui  transforme  l'équation  (4')  dans  la  suivante  : 


d'- 


7S- 


p  I  /dp  p\  dm  I 


di'  2\d'i  \)    d\ 

On  tire  de  là,  par  l'intégration, 
m  étant  une  constante  arbitraire,  et,  par  conséquent. 


12 


R  = 


X^T^    r/ 


2  ;     di 
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''^""'dc  ) 
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Si  l'on  fait,  £  étant  une  coiislaiilc  ([uclconque, 

ï 

sinfffl  -h  s)  =  -'-  ) 
■  '  '        //<  p 

rpttc  équation  dexicndra 
rt  l'on  aura  en  même  temps 

A  cela  il  laut  joindre 

fi/i)      -  — -  =  V     ou     /.■\'7ô-iir  —  V     ou  encore     /■  -—  =  />-  V, 
■       '        1    c/i  '       (/;  'rf 

et  l'on  a  toujoui's  les  équations  (6)  ou  (G')  avec  les  relations  des  con- 
stantes 

(  .f(.i,, ...)  =  I,     ii-v.' ':i  =  i,     F(..i>,  .1,', ..  )  =  o, 

f  1 5  ) 

(  l.x.u  =  m,     2-1.  «  =  G. 

On  observera  qu'en  posant 

t-  =  x-'^+ V"+='^-|-... 
il  faudrait  écrire 

si  l'on   voulait  faire  figui'er   dans  le  calcul   la   résistance   proprement 
dite  U. 

Dans  le  cas  où  cette   résistance  U  est  proportionnelle  à  la   simple 
vitesse  i>,  V  est  égal  à  la  constante  —  n',  de  sorte  que,  d'après    r.'i  . 

T  =  e-"'', 
et,  par  suite. 
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De  là  résulte  (|iic,  si  une  force  ;i\„  fait  décrire  dans  le  xidc  une  cer- 
laine  conrlx»,  la  force  e~-"''c'R,|  fera  déctin^  la  nièni(!  conrbe  avec  la  loi 
de  résistance  supposée,  en  choisissant  convenablement  les  circon- 
slances  initiales,  seulement  le  mouvement  angulaire  sera  changé.  Ainsi, 

pour  les  coniques   précédemment  considérées,   la  force  e  -"'' ^  fera 

décrire  librement  ces  coniques,  connue  s'il  n'y  avait  pas  de  résistance 
de  milieu;  mais  il  faudra,  dans  la  première  fornîule  (a),  §  IV,  écrire 

.e""''  au  lieu  de  t,  ce  qui  altérera  le  mouvement  angulaire 

De  même  cpie  la  racine  carrée  de  la  forme  quadratique  joue  le  rùh- 
de  rayon  vecteur,  il  est  naturel,  en  suivant  l'analogie,  de  faire  jouer  le 
rôle  de  vitesse  à  la  racine  carrée  de  la  fonction  S[x' ,y' ,  . .  ■).  désignée 
par  f  au  §  I.  En  posant,  pour  un  moment, 

s  =  rnp  sin((p  +  si,     -/j  =  mp  cosiç  -+-  s), 

ni  et  i  étant  des  constantes,  on  a,  d'après  les  formides  (C)')  du  5;  11, 

l/l  /Il 

d'oii,  à  cause  des  relations  (i5),  résulte 

/II-       III- 
ou 

f  =  p-  +  f.-ç>-. 

On  a  aussi,  par  les  mêmes  formides. 

F  =  op', 

et,  en  remettant  c'ff —  F^  au  lieu  de  â-J-,  on  peut  écriicv  si  l'on  xcnt. 
l'équation  (i  i')  sous  la  forme 


? 
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§  VI.  —  Autre  choix  (le  variables. 


D'ajM'ès  les  équations  (|iii  clffiiiisseiit  -f ,  f,  F  au  début  <lu  §  T,  et  en 
ayant  égard  aux  équations  (i')  du  précédent  paragraphe,  on  reconnaît 
tout  de  suite  que 

V/'    ^  — -^F      —  —  2RF-t-2Vf      ^^  =  f -)- R  f -r- VF       iî^=V 

où  j'ai  rapproché  la  quatrième  équation.  En  éliminant  R  entre  les  deux 
premières,  il  vient 

.df  ,,  ti?F       ,  fr,  2     d'T,jr  ^,^ 

di 
et,  en  mettant  y-  au  lieu  de  a  F  au  troisième  terme  du  premier  membre, 

on  retrouve  la  relation 

,ff-  F-  =  FT-, 

qui  peut  être    regardée  comme    une    intégrale    [)remière   des  équa- 
tions (a). 

On  aurait  des  équations  analogues  pour  le  second  groupe  (i'),  etc. 
Dans  la  question  générale  d'intégration  de  l'ensemble  des  groupes  (l' i, 
les  quantités  R,  R,,  . . .,  V,  V,,  . . .  sont  censées  des  fonctions  données 
de  toutes  les  variables  t,  x,y,  . . .,  a?,,  y, ,  ...  et  de  leurs  premières  dé- 
rivées x' ,  y ,  . .  .,  37,  ,y, ,  ....  Au  moyen  des  équations  (G),  §  T,  et  des 
analogues,  toute  fonction  doiuiée  de  t,  x,  x\  ...  peut  élre  exprimée 
au  moyen  de  t,  p,  p',  (p,  cp',  p,,  p\,  cp,,  o\,  . . .,  et  l'on  doit  adjoindre  aux 
divers  groupes,  tels  que  (a),  les  équations 

(6)  kT  =  p-f',     k,T,  =  pif\,      .... 

A  cause  de 


/3     .     F      ,    \^jr^V' 
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on  pcnil  aussi  coiisiilLTcr  V,  cl  il,  coiiinic  (l(\s  loiulioiis  des  variahics 
t,  i,  f,  F,  <p;  .f|,  f|,  I'"|,  •pi,  ...,  et  rt'diiirc,  si  l'on  vciil,  cliafjiic  f^roiipi-, 
tel  que(rt),  aux  trois  prciiiici-cs  ('(jualioiis,  cii  y  adjoignant 


Je  mo  bornerai,  comme  ci-dessus,  à  la  considération  d'un  seul 
groupe  (i')  ponr  introduire  diverses  remarques. 

Si  R  et  V  sont  des  fonctions  données  de  /,  9,  "f,  f,  F,  on  a  naturel- 
ment  à  intégrer  un  système  de  quatre  é([ualions  différentielles  du 
premier  ordre  [a]  et  (6').  Mais  le  nombre  des  intégrales  fondamentales 
à  trouver  diminuera  d'une  unité  si  t  n'entre  pas  explicitement  dans  ces 
deux  fonctions  :  ce  nombre  diminuera  de  deux  imités  si  /  et  -p  ne  fi- 
gurent pas  dans  les  mêmes  fonctions.  Dans  ce  dernier  cas,  on  aura,  p.ir 
exemple,  à  intégrer  les  équations  simultanées 

(c  r=  R  H  2  Fy^  =  f  +  K.T  4-  V  f  , 

et  à  effectuer  les  deu\  quadratures 

</t  =  -p'      (h  =  ^ — i^j~  d.1. 
?.  r  '  i  b  4 

Cette  conclusion  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  (|ue  formule  Jacoln 
à  la  page  209  de  son  grand  Mémoire  Sur  le  Mnltiplicatew  et  cpie  je  me 
permets  de  rappeler  : 

«  Unde  variabilium  electione  effeclum  est,  ul  motus  coinctœ  cirai  solcrn 
in  œtherc  resistcnle  tantum  pendeal  ab  integratione  duarurn  equationnrn 
differentinliurn  primi  ordinis  inter  très  variabiles  a,  /3,  /■;  qua  transacta  si 
détermina nlur  a  et  |3  per  r,  obtinentur  v  et  t  per  rjuadrnturas.  »  Mnlli. 
Werke,  I). 


Fn  supposant 


if  =x-  +y''. 
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lo  varial)lrs  de  Jacobi  soiil 


/•  =  v/'ï,      a  =  1  f  _  A  /-R  r/j,      ,'î  =  k\\ 


W  lie  devant  déj)endre  (jiic  de  /■,  restrietioii  (|ui  n'est  pas  iiéeessaire 
dans  ce  (jtii  précède,  et  où  II  |)eut  dépendre  de  .f,  f,  I' d'une  manière 
quelconque. 

Les  équations  (a\  fournissent  la  combinaison 

d'où  résulte 


'a») 

.' 

=  (' 

-T'f 

)( 

1 
,1' 

I 

-r  - 

ce  qu'on  peut 

encore  écrire 

a) 

fyjog 

/if- 

-H.] 

=r 

— 

l      f 

) 

R 

d§ 

f  ' 

on  a 

aussi 

(h^ 

(lie 

.g{i^f- 

-Fn 

V 

Dans  le  cas  parlicidier  où 

1  équation  (afll  donne 

,T'f=CF=, 

('.  étant  une  constante  arbitraii(\  L'équation    h]  fournil  alors 


■   —     ^      — ,     d  OU     .f  =  C,e        , 


ce  qui  définit  la  inijectoire  que  l'on  peut  ranger,  si  l'on  veut,  dans  la 
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«lassf  di's  sfiini/rs  /t><^ari//tf/ii/jues.  ]/é(jii;ili(iii    h,  doinic,  (^r,iillcins, 

'31  -  iv 

et  en  chassant  (  et  '^  du  second  membre,  au  nio\en  des  denx  intégrales 
précédentes,  on  sera  am(>né.;i  intégrer  une  é(|uation  dilférenlielie  du 
premier  ordi'e,  en  supposant  V  indéjKMidant  de  /.  Ou  aura  eusuile  /  par- 
une  quadrature. 

Les  étpiations  (a)  et  (h)  mettent  en  évidence  d'antres  cas  où  l'on 
peut  obtenir  immédiatement  une  ou  deux  intégrales.  Par  exemple,  si 
l'on  suppose 

(a  ^  =rs{ 


w  (ît  <I>  désignant  des  fonctions  arljitrairemeut  choisies,  l'éciualion    a 
fournira  sur-le-champ  une  intégrale  indépendante  de  tonte  hypothèse 
faite  sur  la  loi  de  résistance. 

Si  l'on  considère  isolément  l'équation  (b)  et  que  l'on  suppose 

(^)  p  =  ^(i:)¥(if-F^), 

(j;  et  ^  désignant  des  fonctions  quelconques,  cette  érpiation  fournira 
tout  de  suite  une  intégrale  indépendante  de  toute  hypothèse  faite  sur  la 
nature  de  la  force  centrale. 

Il  est  clair  cpi'eu  adoptant  simultanément  les  expressions  (al,  [pi 
de  R  et  de  V,  la  solution  complète  s'achèvera  par  deux  quadratures. 

En  posant  généralement 

3î — F-  =  (r-,     f  =  «u'-, 
de  façon  que 


F  =  \j'ui  —  I  ():•,      T  =  7  U', 
les  équations  (a)  et  (b)  pourront  s'écrire 


du         R        (/ir 


dS         ^y       dS         2sJ§u  —  i 


^n/i  É      COMBESCl'HE. 

•  1.  en  V  jdignaiit 

<h  ir        >P  __  „     '3 

ilt  7t         <ll  ^ 

on  aura,  sous  une  autre  rornic.  les  ([uatre  cqualious  (ju'il  s'agit  d  ii 
tt'i;rcr  dans  le  cas  général  où  11  et  V  sont  des  fonctions  données  qu«v 
contiucs  de  /,  ï,  .f,  f,  F,  c'esl-à-dirc  ici  ilc  /,  5;,  J,  «,  w. 


^  Vil.  —  />M  inahiplicalcar  relatif  ail  syslème  [a). 
Considci-ous  (Ml  lui-niénic  le  système  [a),  o\i  plutôt  le  suivant, 
,/i  (K  dV  tlT  do 


(Il 


v'i.  '"  —  .,[.■      .iiii.-_H.,\  r      i  +  ni  +  M.'      TV       /^';jf_F-2v 

dans  Icciuci  je  suppose  c[iie  R  cl  A'  sont  des  fonctions  de  #,  f,  F,  f  indé- 
|)ciidantes  de  /.  Le  multiplicateur  M,  propre  à  ce  système,  pourra,  con- 
lurmément  aux  règles  connues  [loc.  cit.,  p.  77)  (*),  être  défini  par  l'é- 
«juation 

fMj  -^^  +  .t  --^j  +  .  ^  +  .1  -^,.  4-  ]«  ^  ^h  ,A  =  o. 

Imi  admettant  qu'il  ait  été  déterminé  |)ar  un  mo^eii  quelconcpie,  si  K 
cl  V  ne  contiennent  pas  's,  soit 

0(,f,f,F,T)=:C, 

(',  étant  une  constante  arbitraire  (jui  n'entre  pas  dans  0,  une  intégrale 
indépendante  de  t  du  système  (a,  );  en  l'adjoignant  à  l'intégrale 


[d)  ^^V-^=x-. 


(')  Les  détails  dans  lesquels  j'entre  ici  doivent  être  considérés  comme  un 
simple  rappel  des  principes  posés  par  le  grand  géomètre  dans  le  Mémoire  ci- 
dessus  mentionné. 


i-oRCKs  ci:n  ru  \i.i:s. 


■J.(K) 


le  |)i'iMci[)c  (lu  (/e/fiicr  f.'iuhip/icaleur  i/oc.  cil.,  [>.  loo    ioiirnira  la  dci- 
nière  intcgrah- 


'e) 


(Ton  l'on  doit  c'iiiiiiiier,  coniiiic  on  le  sait,  F  et  'I'  au  iuoncii  tics  deux 
iiitci;ralcs  prrcrdcnics,  après  ijuc  l<>s  dirrércnlialioiis  partielles  aiiroiil 
été  el'fectiiées. 

Si  R  et  y  contioiiiieiit  y,  h.-s  doux  intégrales  censées  données  elaut 
représentées  par 

Mi  -f,  f.  F,  çî,  T;  =  Cl,      0, 1  J,  F,  F,  y,  T  )  r^T  C,, 

eu  les  adjoiijiiaul  à  l'intégrale  ( 6?  ;,  la  dernière  intégrale  sera 


i'f' 


M 


/      ^     I  '  n  J  -f-  V f  1  rf,f    -  F  f/f  :  =.  eonst. 


/■-  T 


àf     ~()T 


e(  j'écris  ces  t'ormules  fel,  ff)  dans  l'unicpie  prévision  ou  l'on  j)ar\ieu- 
drait  à  trouver  une  ou  deux  intégrales  loi\s(pie,  l\  et  ^'  étant  donnes, 
on  connaît  une  expression  de  M  vérifiant  l'équation  (M). 

Dans  le  cas  où  R  ne  dépentl  que  tie  i  et  de  o,  en  désignant  par />  un 
nonihrc  donné  quelconfjue  et  ajoutant  à  l'équation  (M)  lasui\ante. 


(\\i\  pro\  lent  (le    a ,  ),  on  obtient 


.d\ 


l"  ïïïï  ^-   /'  +    I  )  ^^ 


()l 
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K.    (MMin  sciJiti!:. 


En  égalant  à  /.rro  rciisiMiiblc  des  Iimiiu's  (|ni  suivent  le  piciuier,  on 


aiu'a 


iF-i'. 


M  =  T''. 


Ainsi,  (juaiul  R  dépend  seulenicnl  de  r<  et  de  f  et  (|iie  V  est  une  fonc- 
tion homogène  de  ¥  et  yt  de  degré  —  [p  4-  /|  ),  |)()U\anl  eontenir  ,f  et  o 
d'une  manière  quelconque,  la  tornude  (p.,  )  donne  nn  mvdtiplicateurdu 
système  (a,  ).  Si  R  et  V  ne  contiennent  point  9,  il  suffira,  comme  on  l'a 
dit,  de  connaitic  inie  intégrale  A  pour  ramener  le  proldème  aux  cpia- 
diatiires.  l'ar  exemple,  en  picnant 


auquel  cas 

l'équation  (b),  §  VT,  fourni 


7^=- 


I't;^ 


c. 


et  la  partie  sous  le  signe  f  dans  l'écpiation  (e)  revient  à  la  ilifféreiitielle 
exacte 


Zô 


i" 


fli-df 


ce  (pu  ne  doit  être  consitlére  (pie  comme  nue  très  simple  vérification 
de  mes  propres  calculs.  On  aurait  un  exemple  un  peu  plus  général,  en 


suj)posant  dans  (|3)  la  fonction  W  égale  à  (.?f  —  F 


2  -1  l   2    ) 


,  R  ne  dépen- 


dant encore  que  de  i.  I/éqnation  fb)  fournit  Vintégral(>  0,  et  l'on  peut 
ensuite  applicpier  la  tornade  (e). 
Lorsqu'on  sup|)ose 


U) 


V  =  5T(i)f 


-(^) 


a(.f  )  étant  une  fonction  donnée  quelconque;  si  R  ne  dépend  que  de  i, 
on  a  le  multiplicateur  {jj.,  ),  mais  il  reste  à  trouver  une  intégrale  «  pour 


FORCES    CKNTliAI.ES.  îG^ 

j)()ii\()if  ;i|)|)li(jiici-  la  Ibriimle  (e).  I,a  difficulté  est  alors  coiicciitrée 
dans  la  i-cclicrclic  de  ravaiit-dprnièr('  intégrale. 

\diiu'tloMS  eiHore  ([lie  \{  ne  dcnciidc  (iiic  de  î ,  en  sorte  inie 

'y  étant  inie  tonelion  donnée  à  \olonte  :  en  dési;j;nanl  par/Ml  ij  dcu\ 
nombi'es  ([ueleonqiics  aussi  donnés,  et  ajoiilaiil  à  ré(|natif)ii  (Mj  les 
deux  équations  du  système  [a,  ),  savoir  : 

I   t/T 

puis  égalant  à  zéro  tout  re  ([ui  dépend  de  V  dans  l'équation  obtenue, 
on  en  coneliu'a 


[k.. 


<!>  étant  une  fonction  homogène  de  V  et  v'T.  de  degré  —[p  +  4  '.  pou- 
\ant  contenir  J  et  a;  d'une  manière  quelconque.  Si  $  ne  renferme  pas  s, 
la  connaissance  d'une  intégrale  (-)  suffira  poui-  ramcmei-  le  |)rol>lèine 
aux  quadratures. 

En  dehors  de  celte  forme  V,  qui  correspond  au  cas  signale  par 
.laeohi  [loc.  cit.,  p.  208 \  il  paraît  difficile  de  découvrir  quelque  mo- 
dification de  l'équation  (M),  au  moven  du  système  (a,),  qui  permette 
de  trouver  un  inultij)licateur  ne  renfermant  pas  /,  et  t(d  que  les  ex- 
pressions de  R  et  de  \  soient  dans  une  pariaite  indépendance  finie  de 
l'autre. 

J'ajouterai  quelques  remarques  jioui-  le  cas  du  vide.  Il  faut  alors  sup- 

/  T" 

poser  V^o,  T=i  et  supprimer  le  terme  intermédiaire  .^^  dans  le 
système  (a,).  Si,  à  part  l'intégrale 


(III  cil  a  uwr  autre 


(IciiiKM'c  iiilefirale  s(mm 


E.     COJIBKSCl  RE. 


Hirfj,  F,  0  =(;. 


-^CRdS-HÏ   =coii.st., 


J     à'. 


el  si.  eu  particuliei',  R  ne  dépend  que  de  J  et  de  s,  on  peut  prendre 
M=  I. 

Kn  conservant  cette  hypothèse  sur  hi  composition  de  R,  soit 


une  intégrale  première,  résolue  par  rapport  à  la  constante  d'inté- 
gration de  l'équation  (i  i),  §11,  la  dernière  intégrale  sera,  M  pomant 
être  pris  égal  à  i , 

J 1 -=^-onst., 

où 


A                    -" 

,        de 

^        àî 

^,    de 

A  = 

l/d    variable   f   ne   pouvant    s'introduire    ici     que    par    l'intégral 


de 


y/3?f  —  F^  =  k,  le  déterminant  A  se  réduit  à  ^-77^-  D'ailleurs,  à  cause  d 


on  aura 


Th.  ~  "T"' 
de^  _    de    ai 

dF  -  TdlT' 


et  l'on  pourra  prendre  pour  la  dernière  intégrale 


/' 


de 


const. 
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(h 

(Ml  posant  p'  =  -y  et  siipposaiil  l'iiitrgialc  (lomiéc  écrilc  sons  la  l'orme 
qui  corr<>s])oii(l  (lircctciiicnl  à  la  lor-iniilc  (i  i  ) 

ftf  p,  o' ,  5  j  =  C; 

c'est,  du  roste,  c(?  qui  rosultnail   de  ce.  qui  est  dit  à  la   page  129  An 
Mémoire  cite. 

§  VIIT.  —  Mouvement  des  projectiles. 

r.es  équations  de  ce  mouvement  sont  comprises  dans  le  type 

777^  =  ^/7  +  »" 
d'-t       .di 


où  g,  g,,  g.,,  . .  .  sont  des  constantes  données.  En  posant 

S 


V=v'2''+V3''+ ?'"  +  •••      <-"t     5 


V' 


S  serait  la  résistance  tangenlielle  dans  le  cas  de  deux  ou  trois  coor- 
données rectangulaires  ?,  vj,  Ç Je  consiilérerai  généralement  S  et, 

par  suite,  Q  comme  une  fonction  quelconque  de  §',  y;',Ç' Cela 

posé,  si  l'on  fait 

_  di  _  dr,  _  r/Ç 

■'"-  dt'    •^'-  7ÏÏ'     '^-  W     ■■■' 
la  différentiation  des  équations  précédentes  fournira 

d-  y        dd  .    , 

7^  =  ^,,r  +  5r. 


270  É.    COMBKSCURF. 

ce  qui  rentre  dans  la  forme  (T),  ^  V,  en  prenant 


\  canst^  (1( 


lit 


x'=!j.r  +  g\ 


en  (lifférentiant  la  première  (G),  ^  1,  on  aura 

A[(p'  —  'Jpjsiny  +  py'cosy]  4-  A'[(p'  —  $p )  cos'^  —  p'^sinaji]  =  ^5-. 

En  multipliant  et  divisant  par  çj  =  \'i,  puis  posant 

(F  — 6.f)s;n'i  + /.Tros'i        ^        (F  _  f),f )  posci>  —  AT  sinu 


« 


J  ,  r4 ^    ;^    ^  '    » 


l'équation  précédente  et  les  analogues  peuvent  s'écrire 

(  AG  + A'(;=5-, 

De  ces  dernières  relations  résulte 

F(AG,A,I5G,B,  ...)-F  g-.  A,  -,,B,  ... 
e'est-à-dirc 

G  =  r(-,  A,g-,,n, ...). 

et  de  même 

G'=F(-,A',^,,B',  ...). 
Il  en  résulte  aussi 


^(S,g )  =  .f(A('.  +  A'G'.BG  +  r/G',  ...)  =  (;^  +  G'^  =  A^ 

Y{x,x',  ...}  =  Fi.r.  O.r-^  g,  .  ..)  =  5i  +  F(.r,  g,  . . .), 


On  a 

i'=,ff,V,y',  ...)=-.f(5.r+-,  ...)  =  5-i-l-25F(a7,-,  . . .)  +  A 

et,  par  suite, 

k-T'=M-  F==  A^^-  F(.r,  o-,  ...)^ 


Foitcis  cic.NTii  \r,i;s.  i  r  i 


Eli  (l(''sii>ii;iiil  par  .!■„,  v,,,  ...  les  salcuis  de  ,r,  v,  .  .  rrpoiiclanl  ii 
/  =  o,  et  |),u-  l'ii  la  loiiclion  l''(«o' o-.Vo.  5i,  •  ji  'ps  relations  (a)  don- 
nci-oiil,  pour  (•{■lie  valeur  de  /,  et  en  avant  é<Tard  aux  égalité.s  préer- 
deiitcs. 


.,         [■„  sin  ç„  -I-  V  /i-  cf  0  —  Fo  «"OS  'f  0 
V  1  —  = j 

„,_  Fq  pos-^o  —  yVt- J'q—  F^  sin  Çq 
\*^ 

où  ne  figurent  que  les  données  initiales  en  supposant  aussi  donnés, 
romme  je  le  ferai  toujours,  les  coeffieients  a,  b,  . ..  qui  enlrent  dans 
la  composition  de  ,f.  Quant  aux  tonslantes  A,  A',  P>,  IV,  . . .,  en  avaiil 
égard  aux  relations  [g),  aux  formules  (6),  §  I,  et  aux  précédentes  ex- 
pressions (le  C,  G',  on  aura 

A  _  ff\/'SoCOS'-io  —  G'a-„        .,  __  —  ,^v/.fosin-Jo  +  G.r„ 


où //-  =  i(^,  o-|,  ...)  ne  dépend  que  de   quantités  données  et   où  Ton 
peut  attribuera  y„  la  valeur -déterminée  qu'on  voudra,  par  exemple 

-  ou  o. 

2 

Maintenant  les  équations  (a)  donnent 


(  F  —  5  i  =  v'''f'{ G  sin  rp  -+-  G'  cosip  ) , 
(  >^T  =  v'^(Gcos9-G'sina). 


En  faisant  la  .somme  des  carrés  et  remplaçant  ^-T-  par  ,ff —  F-,  on 
aura 

Si  l'on  élimine  f  au  moyen  de  cette  dernière  relation,  les  équations  («), 


«;  \  1,  (Icvicniiciit 


K.   comukscdrk. 


di  ~  ^' 


'  I  (Il  (Il 

dt  ^    .i 

OiMiid  (Ml  substitue  dans  ces  équations  les  valeurs  de  F  et  de  Xi, 
déduites  de  (/S),  la  seconde  devient  identique,  et  la  première,  com- 
parée à  la  troisième,  fournit,  en  réintroduisant  p, 

dp  pO  +  G  sins.  H- G'cosffi 

c/-i         ''       G  cos  (p  —  G  '  siii  <5 

J.a  fonction  0  peut,  connue  je  l'ai  supposé,  dépendre  d'une  manière 
quelconque;  de  S,',  rj',  . . .,  c'est-à-dire  de  x,  r,  s,  . . .,  ou  enfin  de  |5  et  ç;, 
à  cause  des  fornudes  (G),  §  1.  Son  expression  transformée  contiendra 
A.  A',  .  .;  mais,  d'après  les  valeurs  ci-dessus  de  ces  constantes,  on 
peut  considérer  0  comme  dépendant  définitivement  des  coefficients 
ipii  entrent  dans  i,  des  valeurs  initiales  a;o,y„,  ...  et  des  constantes 
données  g,  g\.  . . .. 

I/équation  (s)  étant  intégrée  et  la  constante  qui  s'introduit  étant  dé- 
terminée par  la  condition  que  p  =  p„  pour  ep  —  o^,  la  dernière  (y)  don- 
nera /par  une  quadrature.  Cette  équation  (s),  qiu'  est  exactement  de 
même  forme  que  l'une  des  équations  dont  on  s'occupe  dans  la  Balis- 
lique,  iiourra,  comme  celle-ci,  s'intégrer  dans  le  cas  où  l'on  prend 

n  étant  \w\  exposant  constant  quelconque,  et  ^,  q  des  fonctions  quel- 
coiniucs  de  y.  Ta  résistance  pro|)rement  dite  étant  généralement 

S  =  V  5, 

et  les  calculs  cpiil  fuit  laiie  ici  étant  à  peu  près  les  mêmes  que  dans 
le  cas  ordinaire,  on  voit  cpie,  sans  augmenter  la  difficulté  analyticpie, 
on  aura,  par  di's  transformalions  sensiblement  pareilles,  le  mf)u\eiiicnt 


FORCKS    CKNTR.VLrS. 

(lu  projet  lilc  axt'c  imc  loi  de  rcsisiniicc  rcprésciilrc,  soit  \);w 

r 
soit  par 

S=/;-i-  r/^•", 


V  —  \jx-  -\- y-  -\-  z'^  +. . . , 

el  où  0  désigne  toujours  la  racine  carrée  d'une  forme  (piadrati(pie(iiiel- 
con([UP. 

Or,  à  cause  des  coefficients  arl)itraires  a,  h,  ...  qui  (igurenl  dans  p. 
on  |)eiit,  eu  les  déterminant  convenablement,  rapprocher  davantage 
les  résultats  du  calcul  de  ceux  fournis  par  ro]:)ser\atiou.  bien  (jue  l'on 
fasse  dépendre  implicitement  de  la  direction  la  résistance  du  milieu 
quand  on  ne  rétluit  pasp-  à  une  somme  de  carrés. 

La  quautité  0  étant  censée  exprimée  en  #  etçi,  on  a  généralement 

Si,  en  particulier,  Q  est  donné  en  fonction  de  .f  seulement,  les  \\v\\k 
premières  équations  (y)  fourniront,  en  réintroduisant  :, 

Quand  on  aura  intégré  cette  équation,  l'angle  y  .sera  donné,  sans 
intégi'ation  nouvelle,  par  la  première  équation  ([-j),  etl'on  aura  ensuite 
/  par  une  quadrature. 

L'équation  ((?)  est  immédiatement  intégrable  lor.scju'on  suppose 

1)1  étant  une  constante  quelconcjue.  En  faisant,  pour  un  moment, 

,         /(-  m 

^=^m>''      (^^/T^"' 

Journ.  de  Matli.  (3'  sérii'),  tome  VII.  —  Août  i8S[.  JJ 
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coltc  (leriiièi'c  relation  ncul  sicriic 


Klle  admet  la  solution  parlieulirif 


I  I 


•I  l'on  en  conclut,  par  suite,  j)our  la  solution  générale 


v  = 


j:-}-<s    _t      a—<,x-r-a) 


n  étant  une  constante  quelconque.  Une  pareille  loi  de  résistance  ne 
peut  |)h\>ir{uemeiit  convenir.  Il  m'a  paru  néanmoins  intéressant  de  la 
signaler,  les  seules  lois  où  l'ori  soit  parvenu  à  réduire  le  problème  aux 
quadratiu'es  étant,  à  ma  connaissance,  comprises  dans  la  fornude 
^0  =  p  -\-  qo" ,  quand  on  y  suppose  ([ue  p  désigne  la  vitesse. 

Dansla  question  présente,  on  a  un  nomljre  suffisant  d'intégrales  pour 
appliquer  le  principe  du  dernier  multiplicateur;  mais,  en  se  reportant 
à  l'équation  fMj,  §  Vil,  et  à  l'expression  ci-dessus  (r)  de  R,  on  s'aper- 
çoit qu<'  la  détermination  du  midtiplicateur  M  n'offre  pas  moins  île 
diflicultés  que  l'intégration  directe  de  l'équation  (e)  ou  de  l'équation  [è  . 
dette  équation  i  0  1,  en  changeant  la  notation,  se  rattache  au  type 

où  X,  X,  sont  des  fonctions  données  de  x.  Si  Ton  cherche  un  multipli- 
cateur eulérien  de  la  forme 

,j.  =y"-h  ç,y"'  '  +  y,/"^-  +. .  .4  ?,„-,  v  +  'f,„, 
où  »,,  CJj,   ...   sont  des   fonctions  inconiuies  tU;  .i-,  et  //(  un   iionihic 
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(Milier  qiiolconquc,  on  peut  déterminer  y,,  f^y  ■■■  rnoyennant  une  cei- 
taine  relation  enire  X  et  \,  ;  mais  eette  relation,  pour  le  cas  de  ré<|ua- 
lion  oi,  lait  dependn;  la  loi  de  résistance  de  i'iiiléj^ralion  {l'une  é(|UH- 
fioii  (jui  n'est  pas  plus  facile  à  traiter  que  l'équalion  (5),  bien  qu'on 
|>nisse  se  horiKM' à  une  soIuIkhi  pai'liculicre. 

Dans  de  telles  conditions,  et  si  Ion  veut  adopter  une  loi  de  résis- 
tance autre  que  celle  dont  on  a  parlé  plus  haut,  il  faut  revenir  au  pro- 
cédé des  approximations  successives.  En  sup|)osanl  cpie  Q  ne  dépende 
que  de  f,  il  m'a  paru  qu'il  y  axait  queUpie  a\antage  à  conserver  / 
connue  variable  imlépendante.  Les  dçux  premières  équations  {••■/)  peu- 
vent alors  être  remplacées  par  l'équation  du  second  ordre 

~  -r-   =h-    -    5-  J   +      -  J   H-  -T  — :      —  . 
■2   dt'  \'i.  dTi)  il  t. 

En  admettant  que  la  densité  du  milieu  est  assez  faible,  on  pourra 
supposer 

/  i  ^  " 

0  =  i\a  ^  a^i-  ^  a-^S  +  a-j  f-  -t-  a^ .f -  -f- . .  -f-  a„ ri- ) , 

£  étant  un  nombre  très  petit,  et  a,  a.,,  a^,  ...  des  coefficients  finis 
censés  connus.  Si  l'on  conçoit  ,f  développé  suivant  les  puissances  posi- 
tives de  £,  en  sorte  cpie 

^  =  tl  -h  ll,E  -{-  ll.^î^  +  .  .  .  , 

u,  «,,  ...  étant  des  fonctions  inconnues  de  /;  en  substituant  cette  ex- 
pression de  ,f  dans  celle  de  6,  puis  dans  l'équation  différentielle,  et  éga- 
lant dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  £, 
on  aura  une  suite  d'équations  différentielles  qu'on  pourra  intégrer  suc- 
cessivement, en  déterminant  les  constantes  arbitraires  ])ar  la  condition 
qucM,,  a.,,  ...  et  leursdérivées  premières  s'évanouissent  avec  t.  Quant 
à  u,  qui  répond  au  mouvement  parabolique,  on  aura 

u  =  li^i-  +  Xt  +  m,. 

.%  et  ut  serontfournis  par  les  valeurs  initiales  a^u,  r„,  . . .  ;  u^  sera  donne 
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pai'  une  (V[nation  de  la  fnniic 

^  =  (M  +  Nv70^-     ou     ./';;';-=.  (M -t-N  s  ^)</,., 

M  et  N  elaiil  des  fonctions  ratioinielles  cl  entières  d(>  /<•,  etc.  Mais  je 
n'insislei-ai  pas  en  ce  moment  sur  ce  suji't,  <]ui  e\iii(>  d(\s  calculs  un  peu 
lon-'s  (uiaud  on  veut  approprier  l'enseiuble  tles  fornuiles  :ui\  exigences 
de  la  lialisti(pic. 


iS t/r   le   dcveloppcDU'iil    des  Jhncl'uins   implicites   eu    une   .série  ; 
Pvn  M.    F.    GOWES   TËIXEIKA, 

Professeur  à  rUiiivei-silc  de  Coïiiihie  !  Portujîal), 


On  connaît  la  formule  do  Lagrange  qui  sert  à  développer  en  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  une  fonction 

u  =/{y) ,     Y=  t-\-  x(p ( r) . 

Nous  allons  dans  cette  Note  présenter  une  formule  plus  générale  (|iic 
celle  de  Lagrange,  qui  sert  à  développer  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  x  une  fonction  u, 

I  j  =  /  -t-  J7  Ç3,  (y)  -+-  X-  (D.Jj)  +. . .  +  .r"  'f„(  v). 
DérivanI  la.  deuxième  des  équations  (t),  on  trouve 

■£  =  ?>  0')  H-  2  .r  y,  (j)  +  . . .  +  «  .r"-'  rp„  (y) 

-+-  [^  9\  (y)  +  ^'  ?'.  (j)  +  •  •  •  -^-  ^"  ?'u  (j)]  '£.  ' 

±  =  i+[x  '/,  iy]  +  j;^  ç;  (  y)  +  . . .  ^  X"  9;  (j)]  ^ , 


.78 

(lOii  1  011  déduit 

,ly         (h 

ou 

(p.) 

Mais.  L-laiil 
nous  avons 

ou 

(4) 

ou  l'on   |)OS(' 

(5) 
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(' r)  +  2  0-  9, (v)  + . . .  +  nx"'^  9 „{)')] 


£  =  ^^|,.'-„(.v,]. 

ilii  (lu   (h'        ihi  (In  (l\ 

7lx  ~  Tfy  dx'      777  ~  (Iv  (Il 


du         (lu  V'  r  •    ,_,      /     ,  - 

-1-  —  -r  7  ['-*      ?(  V):  • 
d.v         di  ±^  ^  I  •  •   ■ 


du  ,  il  II 

7Lv  ^   ^~dî' 


0  -S  {ix'-'<pi(y)]. 


Dérivant  Téqualion  (4)  et  ayant  égard  à  l'équalion  (y.),  il  \iiMit 

dx"'  "  dxdl  ^  "^  dl  \d.v  "^     dy  dL  )  ' 
d'^  a         d-  Il  f.        du  '/fl  dy 


dont: 


ou 


16) 


dxdt  dl 


=  -777?^ 


dL   dy   dl  ' 


d'-  Il  (/■'  Il 


/',= 


du  I  (H\ 


d.r' 


t'J-  + 


-^  'XJ 


^  di)   d\ 


y  777  ' 


.„  "i:^'-)  .„.. 


d: 

d.v' 


10 


dl  dl   d.r 

En  dérivant  (6),  on  obtient  de  la  même  manière 


(7) 


d^u 
dF' 


,  (  du      \  ,  i  du  ,  d<)  \ 

'iTn'n       /H777^^-)       dud^' 


df 
lïïï' 


dl 


dl  d.i 


t)K\  i:r,oiM'i  ,Mi;\  1    des   fonctions   uii'i.icnrs   icn    ini;  si:i;ir. 
cl  apri's 


>l„ 


d'il  \  dt       I  „       \  dl      (Lvj 

dx'  dt^  dp 


d 


d,l/d()\- 

Tu\dl-) 


jdii    d-U'\ 

/  \7i7  ^TTP)       du  d-'O 


dt 


dt 


dt  d.r^ 


Oïl  obtient  les  dérivées  suivantes  de  la  inénie  manière.  Nous 
en  chercher  la  loi. 

En  général,  représentant  par  0',  0",  0'",  ...  les  dérivées  de 
rap|iort  à  x,  on  a 


allons 


(8) 


d'-'ti 


iLi: 


:-.=l- 


^"  > 


du 

~dï 


0''(0')'"(0")''('0"' )''... 


dt" 


et  par  conséquent 


d' Il 
ÏLc' 


1 


Pu 

dt-        y    J   '     ' 


ou 


(9) 


d" 


dl"  -'  ^ 

du  f   iM   dr  ,,         ,        ,  '/')  w,    ,   ,, 
-dtVd-r-dl^'^^'^-^'TU^'"^''"^'' 


di"-^ 

d"-' 

"     du 

"'dî. 

/do' 

\dx 

+ 

r/0' 

7h- 

'h 
dl 

i)\  ()'• 

lO 

)'"- 

'(0" 

)"••• 

,   ,r  du  /dv     d(i"  d)- 

L'  dt  \  dx       dy    dl 


O'(O')"' (()")/'->  (O'")'/. 


d'u  __  V^ 


d" 


du 
~di 


df- 


o''-'(6')"'(e")''. . 


d" 


di^'- 

l-^()'-'(0')'«+i(9")''- 
dt  \     I         \      ' 


d» 


-\-  m 


du 

lu 


dl^'^' 


dl"-' 


ri"-' 


dit. 


^(JM.6')"'(0")''-'lf)"')'/-'... 
dt^' 
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C.oniparaiit  cette  formule  à  la  formule  (8),  on  voit  que  iliac|iie  leiinc 
(le  (8)  donne  une  somme  de  termes  qu'on  forme  de  celui-là  en  ôlant 
une  unité  à  l'exposant  de  chaque  facteur  i,  5,  5',  ^j" ,  ...  et  eu  l'addi- 
tionnant à  celui  du  suivant,  et  donnant  pour  coefficient  au  terme  l'ex- 
posant ([ui  a  été  diminué. 

T/ordre  de  la  dérivée  par  rapport  à  /  qui  entre  en  cliaqiu^  lerme  est 
égal  à  la  somme  des  exposants  de  0,  0',  0",  . . .  dans  le  terme  moins  une 

unité.  En  effet,  cela  est  vrai  pour  la  dérivée  -j—,^  et  par  la  formule  (9) 

on  voit  que  l'ordre  de  chaque  dérivée   augmente  d'une  unité  dans  le 

passage  de      ^^  ,  à -t— ^j  ainsi   que  la  somme  des  exposants   de  5.  V , 

r  r 

J 

^fous  avons  donc,  en  remarquant  que  les  dérivées  de  0  d'ordre  plus 
grand  que  n  sont  nulles,  la  formule  suivante, 


'I'' 
d'il   _  Y  . 


"'"(r(fj')?(6")ï...(0'«--'))''1 


ili 


dx'         ^  dt" 

on  l'on  doit  donner  à  a,  ('5,  y.  ...,  ).  toutes  les  valeurs  entières  et  posi- 
tives qui  satisfont  à  l'équation 

a  4-  2jS  -^  '^^j  +  . . .  +  n\  =  i , 

et  ou  h  est  donné  par  la  formule 

/>  +  I  =  a  4-  /5  +  y  +  .  . .  +  )>. 

Il  ne  nous  reste  qu'à  déterminer  le  coeflicient  A.  Pour  cela  nous 
ierons 

?.  (7)  =  9-^{}')  =  •  •  ■  =  ?„f.v)  =  I . 
et  nous  aurons 


d'il  _\  I,  '''  '^'  "  f  '(rY  /^/".'V      l''^"y  \ 
d7'  ~  2j    dy''^'  vf'-J   V^\'  "'\d^')  ' 

Nfus  on  trouve   dans  le  Calcul  différenl'u'l  de    M.    Herlrarid  la   loi- 


i)Kvi:n)i'iM  MicNT  ni:s  fonctions  impi.icitis  tn  une  SKRIE.     J.Sl 
mule  suivant^',  cjui  cloiiiic  la  (Icrivci'  d'ordre  /  de  ii  étanl   u=f\y), 


<r 


.(fil  \7tv) 


d.r' 


\  dx"- , 


on 


^    ^  Y  ,      V!  -  -  -       -  

(Lv'        ^    '  dy''  1  .  a .  .  .  a  (i  .  2  )?  1 . 2 .  .  .  p         (  i .  2 .  .  .  « )''  t  •  2  •  •  •  )'  ' 

a  +  y.  /3  +  . . .  +  /A  =  «',     a  +  /3  +  y  +  . . .  -t-  X  =  Z»  -f  r  =  />. 


I-a  comparaison  des  deux  formules  précédentes  mène  à  1,1  valem- 
de  A  qui,  substituée  dans  la  formule  ii;énérale,  doruie  la  suivante 


é' 


d' Il   Y 

dx'  ~^  772777 


1.2, 


'llL 
'di 


0'»(e';)f(û")T. . .  (6(«  '  Y 


dt'- 


a  X    I  .  2  .  .  .  P  X  .  .  .  X  I  .  2  .  .  .  )>  (  I  .  2  )■'  (  I  .  2  .  3  )P .  .  .  (  I  .  2  .  .  .  «  )* 

Nous  avons  ainsi  l'expression  générale  de  la  dérivée  de  u  par  rapport 
à  or  de  la  fonction  (i). 

Pour  obtenir  maintenant  le  développement  de  u  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  .r,  nous  emploierons  la  formule  de  Mac- 
laurin 

/  du  \  I  /'d'-ii\       „  I     I  d^  Il  \ 

"         \d.rli,  ■î\d.f-i„  ■'.  .i\d.r' If, 

et  les  coefficients  seront  donnés  par  la  formule  précédente,   en  v  fai- 
sant X  ^=  o. 

En  y  faisant  donc  x  =  o,  nous  aurons  premièrement 

u=f{t),    y  =  i,    ^  =  /V. 
Ensuite  les  formules 

6  —  fp.lj)  +•  '-i^î'aCr)  +  •••  +  /?.r"-'(p„(y), 

6'=  ■i(f-i[Y)  +  3.2a7<p3(v)  -+-  ..    -hn'n-   i]  .v"~''a„iY,, 

0"  =  -i.  aça'^y)  -f- ...  +  n(n  —  i  i   n  —  ■2)x"~^ai„{y), 


gc-'J  =  n(«  —  i) ...  2 . 1  (p„(y ;, 
fic'  —  o 

Journ.  de  Hlatli.  (3"  sérii'),  lunio  \ll.  —  Adiv  i88i. 
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donneront 

0=.rf^{t],     5'=  29,(0,      Ô"=  3.293(0,     •••    5'"    '!  =  «(«-  l). .. 2.  I9„I7), 

Nous  aurons  donc 
En  général 

\f/.z'/o       ^      I  .  C«  .  .  .  a  X  I  .  2  . . .  p  X  .  .  .  X  I  .  2  . . .  Xe?^'' 

où  l'on  doit  donner  à  a,  /3,  7,  ...,  X  toutes  les  valeurs  entières  et  posi- 
tives qui  satisfont  à  l'équation 

a  4-  2j3  4-  37  +  ...  +  rù.  —  i 

et  où  h  est  donné  par  la  fornuile 

Z;  +  t=:(Z  +  /3  +  7  +  ...  +  X. 

Nous  avons  donc  la  formule 

'  *     '  •'      '  '  ^  I  .  2  .  .  .  n  /_j  1 .  2  . .  .  a  X  I 


2  ...  p  X  ...  X  1 .  2  ...  X  <^/* 

qui  contient  comme  cas  très  particulier  celle  de  Lagrange. 
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Inlégratioii,  sous  forme  finie,  d'une  quatrième  espèce 
(l  équ (liions   différenlieUes   linéaires,    à    coefficients  variables  ; 


1»AK  M.  DÉSIRÉ  A.MDllE. 


1 .  Nousavons,  dansiin  précrdent  Mémoire  ('  j.  fait  connaître  une  mé- 
thode pratique  pour  intégrer,  sous  forme  finie,  trois  espèces  d'équa- 
tions différentielles  linéaires,  à  coefficients  constants  ou  variables,  ap- 
partenant toutes  les  trois  au  geiu'edes  équations  différentielles  linéaires 
(|ui  possèdent  une  équation  dérivée  régulière. 

En  même  temps,  nous  avons  fait  remarcjuer  que  les  différentes  es- 
pèces d'équations  différentielles  linéaires  contenues  dans  ce  genre  coi- 
lespondaient  à  différentes  espèces  de  séries;  et  que,  dès  qu'on  savait 
sommer  une  de  ces  espèces  de  séries,  on  savait  intégrer,  sous  forme 
finie,  l'espèce  correspondante  d'équations  différentielles  linéaires. 

Les  trois  espèces  d'équations  différentielles  que  nous  avons  intégrées 
déjà  correspondaient  à  trois  espèces  de  séries  que  nous  savions  som- 
mer. Nous  avons  sommé  postérieurement  1^)  une  nouvelle  espèce 
(le  séries,  et  nous  nous  proposons,  dans  le  présent  travail,  d'intégrer, 
sous  forme  finie,  l'espèce  correspondante  d'équations  différentielles 
linéaires,  laquelle  constituera  pour  nous  la  quatrième  espèce,  dans  le 


(')   Journal  de  Mathcniali(]i(es.  année  1880.  p.  "i-) . 

{'^)    Comptes    rendus   des  séances  de  l'Académie   des  Sciences,    séance    tlii 
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genre  des  équations  différentielles  linéaires  qui  présentent  une  équation 
dérivée  régulière. 


■f^ 


2.  Les  équations  différentielles  linéaires  de  rettc  (|ualriénie  es- 
pèce sont  des  équations  différentielles  linéaires  sans  second  membre, 
d'ordre  quelconque,  à  coefficients  varial)les,  et  relatives  chacune  à 
une  seule  fonction  Y  d'une  .seule  variable  indépendante  a;-;  elles  pos- 
sèdent une  équation  dérivée  régulière;  et  l'espèce  qu'elles  constituent 
est  caractérisée  par  la  forme  de  Fin)  que  définit  l'égalité 


Ff«^,  = 


p(p  H-  1)  (p  -h  2).  ..(/>-(-/«—  1  )/(n) 


dans  laquelle />  est  un  nombre  quelconque,  positil'ou  négatif,  mais  non 
pas  entier;  etoii/V?)  représente  un  polynôme  quelconque,  entier 
par  rapport  à  n  et  à  des  exponentielles  de  la  forme  a". 

Ces  équations  s'intègrent,  sous  forme  finie,  à  l'aide  de  fonctions  algé- 
briques rationnelles  et  d'expressions  irrationnelles  de  la  forme(  i  -  a.rf. 
Pour  les  intégrer,  nous  allons  nous  reporter  au  Mémoire  que  nous 
avons  rappelé  en  commençant,  Mémoire  dont  nous  ne  faisons,  pour 
ainsi  dire,  dans  le  |)ré.sent  travail,  qu'une  simple  application,  en  en 
conservant,  sans  modification  aucune,  toutes  les  définitions  et  toutes 
les  notations. 

3.  Nous  rejjortant  donc  à  ce  premier  Mémoire,  nous  y  trouvons,  an 
paragraphe  6('1,  la  formule 


Y  =  X  +  V 


„    n  :  V  (  n  ) 


X" , 


où  V  et  k  sont  des  entiers  déterminés,  où  e„est  le  terme  général  d'une 
série  récurrente  proprement  dite,  et  où  X  représente  un  polynôme  en 
X,  très  facile  à  former,  qui  s'annule  lorsqu'on  a 

k  =  -j+  i. 

(')  Journal  dp  MaUiKinalùiucs,  année  i88o,  j).  3.i. 
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Cotte  ronuulc  (loiiiK!,  à  l'aide  (riiiic  série,  une  intégrale  de  l'équa- 
tioTi  différentielle  linéaire  qu'on  se  propose  d'intégrer;  et  cette  inté- 
grale (Ml  est  d'oidinaiii'  l'iiilégrale  générale;  car,  dans  la  |)lupart  des 
cas,  X  et  i',,  contiennent  un  nond)re  de  constantes  distinctes  juste  égal 
à  l'ordre  de  l'écpiation  differiuitielle  linéaire  considérée. 

Si  nous  remplaçons,  dans  cette  formule,  F(«)  par  son  expressioji 
(  'i),  nous  trouvons  l'égalité 

^„  I..!.  .  .n  J 

■>-  A  + 1 

t\\\<-  nous  pouvons  écrire  encore 

Y  =  X,+V    P(/>+0...(P  +  />-.)      ^^,,^ 


en  désignant  par  X,  un  polynôme  entier  çxvx  dont  le  mode  de  forma- 
tion, à  l'aide  de  X  et  de  la  série,  se  voit  immédiatement,  et  par  u„  l<' 
produit  f  [ri)  c„,  lequel  constitue,  tout  aussi  bien  que  c,„  le  terme  gé- 
néral d'une  série  récurrente  proprement  dite. 

4.  L'intégration,  sous  forme  finie,  que  nous  nous  proposons  d'ef- 
fectuer, est  ramenée  ainsi  à  la  sommation  de  la  série  dont  le  terme 
général  U„  est  donné  par  l'égalité 

TT        _    /^(/>4-l)...(/?    ^ft-    l)  „ 

"  I  .  2  .  .  .  /i  "  ' 

Or  nous  savons  sommer  une  [)areille  série.  En  effet,  si  nous  considé- 
rons l'équation  génératrice  de  la  série  récurrente  dont  w„  est  le  terme 
général,  et  que  nous  désignions  par  a  l'une  quelconcpie  de  ses  racines 
et  par  a  le  degré  de  multiplicité  de  a,  nous  avons  identiquement,  en 
représentant  par  S„(«)  un  polynôme  entier  en  n,  du  degré  a —  i,  et  en 
étendant  le  2  à  toutes  les  racines  de  l'équation  génératrice, 
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Cela  t'tanl,  nous  avons  récemment  (')  annoncé  que  si,  parlant    de 
née 

|o(«)  —  Ao  -H  A,«  -H  A,//-  -I-  ...  +  Ao,-,/'"^'. 


égalité  donnée 


I  on  pose 

()..  =  ''^^^^-^^|i^/-'^^=^i^^-^''<'''^  A,   .AS/-'  +...- A..„,y'o«-') 

et  que  Ton  appelle  S  la  somme  de  la  série  considérée,  on  a,  en  éten- 
dant encoie  le  1  dépourvu  d'indices  à  toutes  les  racines  de  l'équation 
i^énératrice, 

al 

.'>.   Portant  cette  expression  de   S  dans  la   dernière  formule  (3)  qui 
nous  donne  Y,  nous  trouvons  la  fornude  nouvelle 

a        I 

Y  =  X,  -V  V  V    0„  /,  a''.v'''  I   —  a.i    -''^'■, 


<\ui  nous  donne,  sous  forme  finie,  l'intésîrale  des  équations  différen- 
tielles linéaires  de  riotrc^  cpiatrieme  espèce. 

Connue  nous  l'avons  dit  (ô),  cette  intégrale  est  dordinaire  l'inté- 
grale générale.  Il  suffit  de  la  considérer  pour  constater  qu'elle  ne  con- 
tient que  des  fonctions  algébriques  rationnelles  et  des  expressions  irra- 
tionnelles de  la  forme  (>  —  dx^''. 

Il  est  d'ailleurs  Inen  clair  cjue  ce  mode  d'intégration  est  aussi  simple 
et  aussi  |)r'ati(|ue  que  ceux  que  nous  avons  donnés  dans  notre  premier- 
Mémoire.  Il  nécessite,  comme  les  deux  derniers  de  ceux-ci,  auxquels 
il  est  fort  analogue,  la  résolution  préalable  de  l'équation  que  nous 
avons  appelée  équation  caractéristique.  Pour  en  bien  faire  conqirendre 
la  simplicité  et  la  commodité,  nous  allons  l'appliquera  l'intégration 
d'iuie  équation  difTérentielle  linéaire  donnée. 


(')     Comptes    rendus   des    séances   de    l'Acadé/nie    des  Sciences,  st'aiicf    du 
7   avril  1879. 
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6.  Soit  l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre 

Elle  appartient  à  notre  quatrième  espèce,  car  son  équation  dérivée, 
pouvant  s'écrire 

Vl'"  V'-l 

^  n  o    *  n 


-t-  ->  L« —  o 

est  régulière  et  montre  que  l'on  a 

f'I'*)  =  i(|  +  .)...(i  +  /ï-i)" 
Donc,  nous  avons  immédiatement  (5) 


Y=x+ y  iii+o...(i+«-i) 


I  . 2.  .  .« 

-A-+1 


»'«^", 


v„  étant  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite,  qui 
admet  l'équation  génératrice 


X-  —  3ir  +2^0. 


Cette  équation  génératrice  ayant  pour  racines  les  nombres  i  et  v.. 
nous  pouvons,  en  désignant  par  C,  et  C^  deux  constantes  arbitraires. 


écrire  l'égalité 


(^„  =  C,  I«  +  C,2". 


De  plus,  dans  l'exemple  actuel,  les  nombres  v  et  k,  définis  cominr 
dans  notre  premier  Mémoire,  ont  pour  valeurs   respectives   1    et   :i. 


îSH        0.   ANnnÉ.    —    r.Qii\TiONS  différentielles  linéaires. 

Donc,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (5),  le  polynùmo  X  disparaît,  et 
il  vient 


.(i_^.)..-(i  +  »-0  (c,  r''  +  C,-,'')a-". 


\jd  série  (pii  figure  au  second  membre  de  cette  égalité  se  peut 
sommer  sans  même  qu'on  soit  obligé  de  recourir  à  la  fornniie  géné- 
rale que  nous  avons  donnée  (  i).  On  a,  en  effet,  immédiatement 


j^n  I  .  2 .  .  .  /t  '  ^  l  .■>...  .n  ^ 


>l  l'on  tire  de  là 

G,         .  G, 


Y  = 


y/i  — .r         yi  — 20.- 


Telle  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  linéaire  cou 
sidérée. 
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Dr    la  propagation    'verticale    des    ondes    dans    les    liquides; 


l»Au  ai.  P.-A    COUNAGLIA, 

Ingùtiieur  en  cheT  du  (lèiiie  civil, 
Ancien  elpvc   de  l'École  nationale  des  Ponls  et  Chaussées  de  l'aris. 


1. 

1.  Soit  tine  mnssc  lif|iiicle  en  agitation,  uniquement  par  l'effet  du 
mouvement  des  ondes  produites  dans  celle  masse  par  le  vent,  ou  par 
toute  autre  cause  qui  agisse  d'une  manière  analogue. 

Avant  tout,  de  nombreux  faits  d'observation  prouvent  positivement 
(jiie  l'agitation,  en  certaines  circonstances,  se  propage  à  des  profon- 
deurs considérables. 

Il  suffit  de  citer  l'exemple  du  banc  de  Terre-Neuve,  dont  la  réaction 
sur  les  ondes  est  très  sensible  aux  bàliniiMits  qui  s'en  approcbent,  bien 
(pi'il  se  trouve  de  80™  à  160™  au-dessous  de  la  surface  de  la  mer. 

Ce  fait  démontre  que  l'agitation  siu'  le  banc  doit  être  bien  puissante 
])our  produire  des  effets  sensibles  à  travers  une  colonne  licpiide  de  si 
grande  hauteur,  et  qu'elle  doit  s'étendre  encore  bien  plus  bas. 

Par  contre,  l'agitation  devient  insensible  à  une  certaine  profondeur. 

[.es  matières  extraites  au  moyen  de  la  sonde  prouvent  que  les  pins 
terribles  tempêtes  de  l'Atlantique  n'ont  pas  la  force  de  produire  sur  le 
fond,  le  long  du  plan  de  pose  du  télégraphe,  une  ondulation  suffisante 
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pour  corTodcr  I(>s  organismes  très  délicats  qui  y  sont  déposés,  ni  de  les 
tiMiisporli-r  aux  alentours,  ni  nirnie  d'v  mêler  des  i^raius  de  sable,  si 
lins  ipTiis  soient  (  '  ). 

QuelqiK^fois  l'agitation  devient  insensible  à  des  profondeurs  beau- 
eoup  moins  grandes 

r>es  plongeurs  sont  d'accord  pour  affirmer  que  d'ordinaire,  à  des  pro- 
fondem-s  peu  considérables,  la  mer  reste  sensiblement  calme  au  fond, 
bien  (ju'elle  soit  très  agitée  à  la  surface. 

Non  loin  des  côtes,  et  pur  conséquent  à  des  profondeurs  moyennes, 
mais  assez  grandes  encore  pour  qu'on  ne  puisse  pas  y  jeter  l'ancre, 
les  navires  peuvent  tenir  suffisamment  bien,  pendant  une  nuit  entière 
de  gros  temps,  sur  une  ancre  flottante,  descendue  à  la  profondeur 
d'une  centaine  de  brasses  au  moins. 

fj'ancre  flottante  es!  iormée  par  une  croix  de  Saint-André  sur  laquelle 
on  étend  fortement  une  voile;  on  la  suspend  à  nu  grelin  attacbé  aux 
quatre  extrémités  de  la  croix. 

(le  mod(î  de  mouillage  ne  tient  [)]us  si  l'on  descend  cette  ancre  à  peu 
de  mètres  seulement  de  profondeur. 

].a  différence  de  pression  sur  les  deux  faces  de  l'ancre  est  toujours 
égale  au  poids  de  l'eau  déjilacée,  quelle  que  soit  la  profondeur  à 
laquelle  l'aiure  se  trouve;  d'autre  part,  les  résistances  du  navire  et 
de  l'ancre  flottante  dans  la  direction  de  leur  câble  d'union  sont  op- 
posées l'une  à  l'autre,  et  respectivement  proportionnelles  au  carré  de 
leur  vitesse  relative  par  rapport  au  liquide  en  contact  dans  cette  même 
direction;  on  doit  conchn-e  de  là  que,  dans  ces  conditions,  l'ancre  se 
trouve  dans  un  liquide  amjjiant  assez  tranquille  pour  pouvoir  tenir. 

Quelles  que  soient  du  reste  les  causes  par  lesquelles  l'agitation  se 
propage  plus  ou  moins  j)rofondément,  d'après  les  faits  qu'on  vient  de 
citer,  elle  ne  s'étend  donc  pas  au  delà  d'une  certaine  limite;  et  cette 
limite,  contrairement  à  l'opinion  de  quelques  uns  qui  ont  voulu  trop 
généraliser  certains  faits  d'observation,  n'est  pas  absolue,  mais  va- 
riable selon  les  circonstances  dans  lesquelles  l'agitation  se  produit. 

Et  comme  l'action  d'une  force  s'affaiblit  en  se  transmettant,  il  s'en- 
suit que  l'agitation  doit  aller  toujours  en  diminuant  d'une   manière 

('  )   Maury,  Géographie  [iliysiiiiie  de  la  mer. 
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coiitiiuio,  quelle  (|ii'en  soit  la  loi,  à  mesure  que  de  la  surface  on  des- 
cend vers  la  liiuiLe  où  elle  cesse  tout  à  l'ait. 

On  peut  représenter  cette  limite  par  un  plau  liori/.outal,  si  le  fond 
iui-nième  est  horizontal,  et  si  les  ondes  sont  égales  entre  elles;  c'est  ce 
qu'on  doit  supposer  quand  on  se  propose  uniquement  d'étudier  la 
propagation  tlu  mouvement  dans  la  direction  verticale. 

D'ailleurs,  si  des  causes  exeeplioinielles  u'intervieiuient  pas,  l'olisiir- 
vation  fait  voir  cju'une  onde,  dans  un  bref  trajet,  conserve  très  a|)pro.\i- 
mativement  la  même  forme  et  la  même  vitesse;  et  que  les  ondes  <jui 
lui  sont  immédiatement  adjacentes  lui  sont  aussi  très  approximative- 
ment égales,  au  point  qu'on  jieut  les  regarder  toutes  comme  telles,  et 
comme  animées  d'une  vitesse  uniforme. 

Or,  dans  le  plan  de  la  section- droite  des  ondes,  h-s  verticales  com- 
prises entre  la  surface  du  liquide  et  la  limite  de  l'agitation  sont  d'au- 
tant plus  longues  que  du  point  le  plus  bas  de  l'onde  on  va  vers  son 
sommet,  et  vice  t^ersa,  elles  sont  d  autant  plus  courtes  ;i  mesure  que  du 
.sommet  on  s'ap|iroclie  du  pomt  le  ])lns  l)as  suivant. 

Par  suite,  pendant  le  pasvage  de  l'onde,  chaciuie  de  ses  verticales 
subit  successi\ement  toutes  les  phases  de  longueur  de  toutes  les  autres 
comprises  entre  les  tleux  extiémités  de  l'onde. 

Et  comme  l'observation  montre  encore  que  le  liquide  ne  possède  ])as 
un  vrai  mouvement  de  translation  eoiitiiui,  mais  un  mouvement  apparent 
dans  le  sens  de  l'avancement  des  tmdes;  comme,  d'autre  part,  le  li- 
quide est  continu  et  incompressible  (  '  ),  et  qu'aucune  molécule  située 
au-dessus  de  la  limite  d'agitation  ne  le  dépasse  jamais  pour  venir  se 
mêler  avec  celles  qui  se  trouvent  en  dessous,  et  vice  versa,  il  s'ensuit  que 
l'afflux  de  liquide  vers  le  sommet  de  l'onde  doit  s'opérer  moyennant 
un  écoulement  correspondant  des  creux  adjacents,  et  inversement. 

L'observation  enseigne  encore  que  dans  le  mouvement  des  molé- 
cules il  n'y  a  pas  tle  confusion  :  s'il  en  était  autrement,  elles  s'embar- 
rasseraient lune  l'autre,  et  bientôt  le  mouvement  cesserait  ;  tandis  qui- 
les  faits  démontrent,  au  contraire,  que  les  ondulations  se  propagent 
dans  la  direction  horizontale  à  de  très  grandes  distances  sans  diminuer 


(')  Incompressible  dans  le  sens  eiitendii  ])itr  les  pl)vsioions,  c'est-à-dire  i|n  il  ne 
change  sensiblement  de  \olume  (|ue  sous  trénoiines  dilïérences  de  pression. 
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beaucoup  de  grandeur,  s'il  n'intervient  pas  d'autres  causes,  et  que  sur 
le  même  point  elles  durent  encore  longtemps  a|)rès  la  cessation  de  la 
cause,  qui  les  a  produites. 

De  tout  cela  il  Tant  conclurt*  que  les  molécules  oscillent  entre  cer- 
taines limites,  aussi  bien  dans  la  direction  verticale  que  dans  l'horizon- 
tale, et  que  les  oscillations  vont  toujoiu's  en  diminuant  à  mesui'e  que 
les  molécules  se  trouvent  à  une  j)lus  granile  dislance  de  la  surlace  i\u 
liquide. 

2.  Le  colonel  Emy  a  expliqué  très  plausiblement  tout  ce  mécanisme 
des  ondes  de  la  manière  suivante  . 

Soit  d'abord  une  masse  liquide  en  repos  avec  la  surface  en  Rll; 
divisons  [Jïf;-  i)  celte  masse  en  un  certain  nombre  de  tr.inches  VmnQ 


pas 


par  des  plans  verticaux  Pm,  Q/z  normaux  à  la  direction  du  mouvement 
de  translation  des  ondes  qui  se  produisent  les  unesà  la  suite  des  autres. 

Lors  du  passage  d'iuie  onde,  chaque  tranche,  de  volume  constant, 
s'allonge  continuellement  dans  la  période  montante  de  l'onde,  à  partir 
du  point  plus  bas  B  jusqu'au  sommet  A  :  et  vice  versa,  dans  la  période 
descendante,  elle  se  raccourcit  continuellement  à  partir  du  sommet  A, 
jusqu'au  point  le  plus  bas  B  suivant. 

Le  volume  des  tranches  ne  variant  pas,  la  forme  doit  varier;  par 
conséquent,  l'allongement  et  le  raccourcissement  suivant  la  direction 
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verticale  se  produiront  mi  uioncii  d'un  atuincisscMiciil  cl  d'un  «ionflc- 
inent.  rorrosjiondaiil  suivaiil  la  direction  horizontale. 

En  outre,  comme  à  sa  l)as('  l'Q,  située  dans  la  surface  linnte  de  l'agita- 
tion SS,  chaque  tranche  doit  rester  telle  qu'elle  était  lors(|iie  le  li(|ui(ie 
était  en  repos,  c'est-à-dire  à  la  même  position  et  d<'  la  même  largeur, 
il  s'ensuit  t|ue  les  allongeinents  et  les  raccourcissements  dans  une  di- 
rection, et  les  amincissements  et  i^onflements  coriespondants  dans 
l'autre  direction,  hieii  (|ue  produits  sin-  toute  l'étendue  des  tranches,  ne 
pourront  cependant  pas  être  uniformes,  et  seront  d'autant  plus  grands 
qu'ils  seront  plus  éloignés  de  la  limite  d'agitation.     • 

Dès  lors,  les  tranches  qui  doivent  toujours  se  juxtaposer  exactement 
entre  elles,  en  vertu  de  la  continuité  du  liquide,  viendront  à  s'incliner, 
et,  selon  leur  degré  d'amincissement  ou  de  gonflement  dans  les  divers 
points,  se  courberont  suivant  PMNQ,  convergeront  vers  le  sommet  de 
l'onde  et  divergeront  de  son  point  le  plus  bas,  de  sorte  (|ue  le  déplace- 
ment vertical  des  molécules  produit  sur  elles-mêmes  lui  (U^placenienl 
horizontal. 

Ces  déplacements  diminuent  tous  au  fur  et  à  mesin-e  qu'ils  s'éloignent 
de  la  surface,  de  telle  sorte  que  l'agitation  diminue  aussi  jusqu'à  .sa 
limite. 

De  tout  cela  il  résulte  encore  : 

1°  Que  les  couches  horizontales  R'IV  du  liquidi- en  re|)os  se  gonflent 
pendant  le  mouvement  dans  leur  milieu  et  s'amincissent  à  leurs  extré- 
mités, de  sorte  qu'elles  viennent  à  se  plier  suivant  une  courbe  B'A'B' 
qui  représente  l'onde  interne  correspondante  au  niveau  primitif  R'R'; 

2"  Que  les  molécules  situées  sur  la  même  verticale  Vni  dans  le  li- 
quide en  repos  viennent  dans  le  mouvement  à  se  disposer  sur  une 
autre  courbe  PM,  qui  passe  })ar  le  pied  P  de  la  verticale  dans  la  linnte 
de  l'agitation,  et  qui  converge  vers  le  sommet  et  diverge  du  point  le 
plus  bas  de  l'onde. 

Les  molécules  se  trou\  eront  ilonc  au  point  d'intersection  des  courbes 
respectives  des  deux  systèmes  différents. 

Et  comme,  dans  le  passage  d'une  onde  entière,  chaque  tranche  passe 
.successivement  par  toutes  les  formes  que  prend  le  nondjre  infini  de 
tranches  dans  lequel  on  peuL  imaginer  divisée  la  niasse  liquide,  il  s'en- 
suit que  la  suite  de  tous  les  points  d'intersection  d'une  même  onde 


294  CORNAGLIA. 

interne,  rajîportés  à  la  même  verticale,  représentera  les  trajectoires  des 
molécules  situées  au  même  niveau  tlans  le  liquide  en  repos,  ou  bien 
sur  la  même  onde  interne  lorsque  le  liquide  est  en  mouvement. 

De  plus,  si  l'onde  suivante  est  égale  à  celle  que  l'on  considère^ 
comme  on  l'a  su|)posé,  puisque  leurs  tranches  correspondantes  sont 
identiques  dans  toutes  les  tleux,  il  s'ensuit  que  la  même  molécule 
devra  se  trouver  périodiquement,  à  l'intervalle  d'une  ontle  entière, 
précisément  à  la  même  position  qu'auparavant,  et  sa  trajectoire,  dans 
ces  conditions,  sera  une  courlie  fermée. 

Les  axes  horizontal  et  vertical  de  cette  orbite  indiqueront  les  limites 
des  oscillations  des  molécules  dans  ces  directions. 

Mais  les  molécules  situées  sur  une  même  verticale  dans  le  liquide  en 
repos  doivent  toutes  se  mouvoir,  au  même  moment,  dans  des  condi- 
tions analogues  :  quand  l'une  d'elles  s'élève,  par  exemple,  toutes  les 
autres,  jusqu'à  la  limite  de  l'agitation,  .s'élèvent  aussi,  quoique  en  diffé- 
rente mesure,  et  toutes  |)assent  au  même  instant  par  les  mêmes  parti- 
cularités du  mouvement. 

Par  conséquent,  les  ondes  internes  et  l'onde  visible,  suivant  lesquelles 
se  disposent  les  molécules  qui  sont  au  même  niveau  dans  le  liquiile  en 
repos,  et  les  orljites  décrites  par  les  molécules  situées  sur  la  mi  nie 
verticale  dans  le  liquide  en  repos,  doivent  être  tontes  des  courbes  syn- 
chrones, quelle  cpie  soit  la  loi  de  propagation  du  mouvement  dans  la 
direction  verticale. 

En  d'autres  termes,  les  ondes  internes  ont  la  même  amplitude  et 
sont  disposées  de  la  même  manière  que  l'onde  visible,  tout  eu  dimi- 
nuant de  hauteur  à  mesure  qu'elles  se  trouvent  plus  bas,  et  les  orbites, 
dont  la  forme  est  en  corrélation  avec  celle  des  ondes,  sont  décrites 
en  temps  égaux,  bien  cpi'elles  deviennent  de  plus  en  plus  petites  à 
mesure  cju'elles  se  trouvent  à  des  profondeurs  ])lus  grandes. 

5.  Tout  cela  est  parfaitement  d'accord  avec  les  phénomènes  que 
l'on  observe  dans  la  nature. 

En  effet,  lorscpie  la  mer  est  suffisamment  agitée  et  que  les  eaux  sont 
claires,  s'il  s'y  trouve  des  corps  en  suspension,  des  brins  d'algue  par 
exemple,  on  a|)erçoit  que  les  corps  situés  sur  la  même  verticale  ont 
tous    au   même    instant    un    mouvement  vers  le   large   quand  ils  se 
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li-c)nv(Mil  dans  le  creux  de  l'oiiilc,  cl  vers  la  rive,  (juaiid  ils  se  Iroiivciit 
au  contraire  sur  le  dos,  c'esl-à-dirc  dans  le  flot,  abstraction  faite  de  la 
grandeiM-  des  inouvenients  (|ui  sont  |)lus  prononcés  vers  la  paît  ic  supé- 
rieure. 

On  ressent  les  mêmes  effets  quand  on  se  livre  à  l'exercice  de  la  na- 
tation, sm-tont  rpiand  on  se  tient  debout  sans  faire  aucun  mouvement, 
et  si  l'on  se  trouve  à  une  profondeur  a  |)eu  près  éj^ale  à  la  hauteur  de 
la  personne. 

Évidemment,  cela  n'arriverait  pas  si  à  toutes  les  profondeius  les  agi- 
tations n'étaient  pas  synchrones. 

4.  D'après  cela,  et  quoi  qu'il  en  soitde  l'explication  donnée  des  dif- 
férents phénomènes  naturels  f[u"on  a  cités,  il. est  incontestable  que  le 
mouvement  vertical  des  molécules  y  produit  un  mouvement  hori- 
zontal correspondant. 

Il  s'agit  de  déterminer  ces  divers  mouvements. 

A  ce  sujet,  il  est  à  noter  (pie  les  méthodes  générales  de  la  science 
abstraite  et  pure,  rigoureusement  suivies  jusc[u'à  présent  sur  cette  ma- 
tière, n'ont  pas  encore  permis  d'arriver  à  des  résultats  d'un  usage 
vraiment  pratique;  et  cela  à  cause  du  caractère  des  expressions  algé- 
briques auxquelles  on  parvient  :  ce  qui  leur  a  fait  donner  par  Lagrange 
le  nom  de  rebelles. 

Dans  cet  état  de  choses,  l'ingénieur,  dans  les  questions  d'art,  se 
trouve  abandonné  à  ses  propres  appréciations,  lesquelles  sont  plus  ou 
moins  justes,  selon  que  ses  observations  sont  plus  ou  moins  complètes 
et  exactes,  et  ses  déductions  plus  ou  moins  légitimes. 

De  là  les  interminables  discu.ssions  qui  sont  poiu-  ainsi  dire  une  ca- 
ractéristique des  questions  de  travaux  maritimes.  C'est  pourquoi,  ayant 
essentiellement  en  vue  de  donner  des  règles  qui  soient  au  moins  suffi- 
santes à  l'ingénieur  pour  ses  applications,  on  suivra  une  méthode  spé- 
ciale :  à  l'aide  des  iiùts  constatés  par  l'observation,  on  suivra  pas  à  pas 
et  de  prés  le  phénomène,  en  appliquant  séparément  les  principes  à 
mesure  c[ue  l'enverra  se  présenter  de  nouvelles  circonstances  pouvant 
exercer  une  influence  sur  son  développement,  et  en  laissant  de  côté 
tout  ce  qui  complicpierait  iiuUilement  les  procédés  et  les  résultats 
analytiques. 
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11. 


,j.  Si  l'on  ((Hiiiaissait  les  forces  qui  les  produisent,  on  obtiendrait 
directement  la  détermination  d(>s  mouvements  cherchés. 

Or,  à  ce  propos,  on  doit  noter  que  chaque  effet  est  proportionné  à 
la  (anse  qui  le  produit  et  vice  versa  ;  de  sorte  que,  par  les  données  de 
l'onde  elle-même,  qui  est  un  effet,  on  peut  en  apprécier  la  cause,  c'est- 
à-dire  l'intensité  et  la  direction  de  la  force  qui  produit  cette  onde,  ou 
(]ui  est  capable  de  la  produire,  en  même  temps  qu'elle  est  capable 
d'engendrer  les  divers  mouvements  qui  se  développent  dans  la  masse 
lif|uitlc 

Ceci  posé,  ini  point  quelconque  d'une  masse  liquide  dans  les  condi- 
lions  d'agitation  énoncées  plus  haut  se  trouve  simultanément  soumis: 

I"  A  l'action  produite  par  1(>  déplacement  de  cette  protubérance  de 
liquide  qui  forme  l'onde  visible; 

■>"  A  la  réaction  des  molécules  qui  l'environnent  dans  leurs  mouve- 
ments. Dans  la  réaction  des  molécules  sont  compris  les  effets  du  frot- 
tement dii  à  la  viscosité;  mais  comme,  d'après  ce  qu'on  a  dit,  les  faits 
démontrent  que  la  diminution  de  l'agitation  est  très  lente  par  rapport 
au  temps  et  à  la  distance,  on  peut  négliger  le  frottement  di'i  à  la 
viscosité  du  liipiide,  et  resireindre  cette  réaction  à  l'impulsion  ou  à 
l'empêchement  réciproque  que  les  molécules  en  mouvement  exercent, 
à  cause  de  la  différence  de  leurs  vitesses. 

Du  reste,  notre  but  n'est  pas  d'étudier  comment  l'agitation  aug- 
m(»nte  ou  diminue  avec  le  temps  et  la  distance,  mais  de  rechercher 
quels  sont  les  effets  produits  dans  l'intérieur  d'une  niasse  licjuidc  par 
l'agitation  que  l'on  observe  à  la  surface,  au  même  moment  et  en  des 
points  voisins  de  celui  où  l'on  fait  l'observation. 

(>.  Que  l'on  rapporte  la  masse  liquide  à  des  systèmes  d'axes  de 
coordonnées  placés  dans  le  plan  de  la  section  droite  de  l'onde  : 

f.es  axes  des  abscisses  (.r)  sf  ront  horizontaux,  et  positifs  de  gauche  à 
droite,  sens  dans  lequel  on  supposera  (|ue  l'onde  se  déplace; 

Les  axes  des  ordonnées  [y)  seront  vei'licaux,  et  positifs  de  bas  en 
haut. 
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l'ciiilaiil  le  inoinçiiiciil  tic  l'ondt',  c'lia(|iK'  |K)iiil  de  la  masse;  litjiiidf 
viciulra  succcssivcniciil  traverser  la  verlicalc  R'S'  [fig-  2)  qui  passe 
par  le  point  le  plus  bas  de  l'onde. 

Soit  p   la   profondein-  du  |)oint  (pieironqne  que  l'on  considère,  an- 


Fig. 


dessous  du  point  le  plus  bas  R'  de  la  surface  du  liquide. 

Fixons  dans  cette  position   les  axes  des  coordonnées  du  point  ;   et 
soient  par  rapport  à  eux,  au  bout  du  temps  /, 

X,  Y  les  coordonnées  du  point; 

«,  e  les  composantes  de  sa  vitesse; 

z  la  liauteur  de  la  colonne  liquide  au-dessus  de  ce  point,  c'est-à- 
dire  la  longueur  de  la  verticale  comprise  entre  le  point  et  la  surface 
du  lif[uifle. 

JiniTii.  (le  Matli.  (3*^  sôrie"),  lonifi  VU. —  Sici'TiiMiiRE  i88i.  JO 
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SoitMit  (Micoi'c: 

V  l'oi'doiiiu'e  corrospoiulaiilc  à />  =  <>,   (''«îst-à-clire  celle  du  |)t)inl  (|iii 

se  trouve  à  lasurfaee  du  liquide; 
l],V  les  composantes  de  sn  vitesse. 

Ajjpelous  encore,  pour  les  deux  hianches  inontaute  et  descendante 
de  ronde, 

A  la  Jinulenrde  l'onde  visible,  c'csl-à-dii'cla  différence  de  niveau  entre 
son  sonunet  et  les  points  les  plus  bas  des  creux  adjacents; 

L  la  demi-amplitude  de  l'onde,  c'est-à-dire  la  distance  des  verticales 
(pii  passent,  l'une  par  son  sonnuet  et  les  autres  par  les  points  plus 
bas  susdits  ; 

T  le  temps  du  passage  d'une  onde  entière; 

W  sa  vitesse  de  translation  suivant  la  direction  horizontale. 

7.  Du  moment  que,  connue  on  l'a  dit,  le  niouvemenl  de  transla- 
tion de  l'onde  en  direction  horizontale  peut  être  regardé  comme  uni- 
forme sur  un  bref  trajet,  on  aura 

Après  le  temps  /,  l'onde  qui,  à  l'origine  du  temps  ï,  se  trouvait  en 
OM'R',se  sera  transportée  en  .y'M,K,  par  rapport  à  la  verticale  R'S' fixe 
déposition  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  verticale  R'S' viendra  en  r'.i' 
par  rapport  à  l'onde  OIM'R';  son  ])oint  ('>  se  trouvera  en  g,  au  point 
de  rencontre  de  la  verticale  r  s'  avec  l'horizontale  G"';  et  la  mole- 
cule  de  liquide  qui  était  en  G  se  trouvera  en  G',  à  la  distance  x  de 
la  verticale  r's',  et  à  la  distance  v  de  l'horizontale  G^;  x,y  étant  les 
coordonnées  de  la  molécule  (V  jiar  i-aj)port  aux  axes  avant  leur  origin<' 
en  g. 

Maintenant,  sur  la  verticale  qui  j>as-.e  j)ar  le  sommet  de  l'ontle,  et 
en  G,  à  la  même  hauteur  que  lejjoini  G,  c'est-à-dii'e  à  la  profondeur /v 
sous  l'horizontale  menée  par  R',  plaçons  l'origine  d'un  autre  système 
d'axes  coordonnés  cpii  se  déplacent  avec  l'onde,  c'est-à-dire  qui  aient 
le  même  mouvement  de  translation  en  direction  horizontale;  l'axe  des 
abscisses  (X)  sera  horizontal  et  positif  de  gauche  adroite;  l'axe  des 
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ordoiMK'i's  f  >')  sera  xcilical  cl  positif  de  has  en  liant;  par  i-appori  à 
cos  axes  les  eoordoimées  du  point  ('.'  seioiit 

ahseisseï,  —  W  /  ^-  .r  -  X; 
ordonnée  y  ou  Y 

si  le  point  correspond  à  p  ^=  o. 

\a\  suite,  à  un  instant  doiuié,  de  Ions  les  [)oints  a\  aiiL  poiu'  eooi-don- 
nées  eonrautes  X,  Y  eonstitue  la  eourbc  del'onde  visible  dans  la  posi- 
tion ipielle  oeenpe  dans  eet  instant. 

En  général,  l'ordonnée  \'=-  gg'  du  point  0'  eorresjiond  à  l'abseisse 

.r  =  ^'G'fpii,  à  son  tour,  eorrespond  au  temps/  =  ^Tv~'  l'nr  suite,  si 
à  l'extrémité  de  l'abscisse 

IKV  =  TTF;  -%'  -  g'G'=  L  -  W/  H-  ^  =  X, 

([ni  correspond  au  même  temps  t  c[uc  l'abscisse  x,  on  porte  l'ordonnée 
de  la  trajectoire  du  point 

on  aura  le  lien  géométrique  des  positions  c|ue  le  point  vicntlra  preudic 
successivement  par  rapport  à  l'onde  [)endant  tout  le  temps  T;  ou  en- 
core la  courbe  sur  laquelle,  à  un  instant  donné,  se  tron\eront  tous  les 
points  situés  dans  les  mêmes  conditions  de  profondeur  que  le  |)oint 
(pie  l'on  considère;  en  d'autres  termes^  on  aura  la  courbe  cpii  repré- 
sente la  forme  de  l'onile  dans  l'intérieur  de  la  niasse  liquide,  ou  plus 
simplement  la  courbe  de  l'onde  interne, 

j  =  F(T. -W/  +  .r)  =^F(X), 

correspondante  à  une  profondeur  déterminée  p,  et  rapportée  aux  axes 
de  coordonnées  ayant  leur  origine  en  G,. 

En  V  faisant  p  =  o,  ce  qui  entraîne  y  =:  Y,  on  ama  la  courbe  île 
l'onde  visible 

Y  =  F'(X). 

Or,   rol)servation   montre  ipie,  dans  le  mouvement  des  ondes,  les 
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tléplacements  des  molécules  clans  la  direction  horizontale  sont  toujours 
très  petits  en  comparaison  de  la  demi-amplitude  de  l'onde  et  des 
espaces  parcourus  par  celle-ci. 

C'est  pourquoi  l'on  ])cut  négliger  le  ternie  a;  en  comparaison  des  deux 
autres  T;  et  W/,  prendre  simplement  X  =  L  —  W^  pour  l'abscisse  du 
point  (;',  et  écrire 

r=rF(L-W/). 

J.es  fonctions  qui  représentent  la  trajectoire  du  point  et  la  courbe 
de  l'onde  interne  sur  laquelle  il  se  trouve  ont  des  valeurs  égales 
pour  des  valeurs  déterminées  de  x  et  de  X  correspondantes  au  même 
instant  l\  mais  la  première  j  =/(j7)  est  rapportée  aux  axes  dont  l'ori- 
gine est  en  g,  mobile  par  rapport  à  l'onde  considérée  comme  fixe; 
tandis  que  l'autre  )'  =  F(X)  est  rapportée  aux  axes  dont  l'origine  est 
en  G,  fixe  par  rapport  à  l'onde  qui  se  déplace. 

On  aura  par  conséquent  encore 

z=p+X-y 

8.  Soient  maintenant  inn,  pq  les  courbes  de  deux  ondes  internes 
consécutives,  correspondantes  respectivement  aux  profondeui's  /;  et 
p  -4-  (jp-^  la  hauteur  ;  =  nmi  peut  prendre  deux  accroissements  divers 
selon  que  le  temps  varie,  ou  la  profondeur. 

Le  premier  accroissement  -j^d^  se  compose  de  deux  termes,  rela- 
tifs, l'un  c(l  —  ^f/X  à  l'onde  interne,  l'autre  d cl'  =  -jr-dX^  à  l'onde 
visible;  ils  correspondent  tous  les  deux  à  l'accroissement 

me  =  m'c  =  f/X  =  —  W<^//, 

puisqu'on  a  la  relation  X  =  L  —  W/. 

Cet  accroissement  ^  d\  se  rapporte  à  deux  points  divers  m,  d,  qui 

se  succèdent  immédiatement  à  la  distance  horizontale  rfX.  sur  la  même 
onde,  ou  bien  au  même  point  m  à  l'intervalle  de  temps  dt. 

T.e  second  accroissement  mp  —  r  dp  se  rapporte  à  deux  points  m, 
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l>,  (|iii  so  suivent  immédiatement  au  mèiue  instant  sur  la  même  verti- 
cale à  rintervalle  dz  en  rapport  a\('c  l'accroissement  dp. 

A  raccroissement -^^//7,  ipii  représente  à  un  instant  donné,  ou  hien 

à  une  abscisse  donnée,  rintervalle  en  direction  verticale  de  deux 
ondes  internes  consécutives,  correspond  l'accroissement  jikj  tpii  re- 
présente, dans  le  même  instant,  l'intervalle  des  deux  mêmes  ondes  en 
direction  horizontale;  ou  encore  re|)résente  la  distance  de  deux  points 
sur  deux  ondes  internes  consécutives,  lesquels  à  un  instant  donné 
se  trouvent  à  la  même  liautetn-. 
Appelons,  pour  abréger, 

d'z  l'accroissemenl  mp  —  -^dp,  afin  de  le  distin£;ner  de  l'autre  ~d\ 

ap   '  c  (i\ 

(pie  l'on  désignera  simplement  par*^/^; 

d'\  l'accroissement  /«y,  jionr  le  distinguer  de  Taulre  me  =  dX. 

9.  Venons  à  l'examen  de  l'action  produite  par  le  déplacement  de 
l'onde  visible,  et  considérons  un  point  que!co)iquc  (V  au-dessous  de 
l'horizontale  qui  passe  par  le  point  le  plus  bas  de  l'onde. 

Par  l'effet  de  la  gravité  et  de  la  réaction  du  fond,  les  molécules  en 
Tl,  G',  E'-,  sur  la  même  horizontale,  se  trouveront  d'abord  respective- 
ment soumises  aux  pressions  hydrostatiques,  cpn  ont  pour  mesure  la 
hauteur  des  colonnes  liquides  OTI,  M'G'  et  E'R',  si  la  densité  du  li- 
quide est  égale  à  l'unité,  comme  on  le  supposera,  et  comme  cela  arrive 
approximativement  pour  l'eau. 

De  plus,  en  vertu  de  l'égalité  de  pression  en  tous  sens  que  possèdent 
les  liquides,  ces  pressions  s'exerceront  aussi  suivant  l'horizontale  HE', 
de  sorte  que  dans  cette  direction  la  molécule  en  G'  se  trouvera  en 
même  temps  soumise  à  la  même  pression  M'G'  dans  les  deux  sens 
opposés  G' H  et  G'E'. 

Or,  si  l'on  considère  deux  molécules  consécutives  quelconques  sur 
la  même  horizontale,  à  cause  de  la  continuité  et  de  l'incompressibilité  du 
liquide,  la  pression  analogue  M'G'  à  laquelle  se  trouve  soumise  cha- 
cune des  deux  molécules  se  transmettra  à  l'autre;  les  pressions  d'une 
molécule  vers  l'autre  étant  opposées  se  détruiï'ont  réciproquement  pour 
la  partie  commune  à  toutes  les  deux,  et  finalement  l'une  des  molécules 
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poussei'a  ou   tirera  l'autro  avec  son  excès  (1(>  pression  cl  dans  le  sens 
(le  cet  excès. 

Ces  excès  de  pression,  |  ar  le  même  motif  de  la  conlinnilc  et  de  l'in- 
compressibilité (In  lirpiide,  se  transmettront  d'une  molécide  à  l'autre, 
do  sorte  qu'en  dernier  lien  la  molécule  en  G'  se  trouv(>ra  soumise  au 
maximum  de  l'excès  de  pression  qui  puisse  se  déterminer  sur  l'horizon- 
tale TIE',  et  par  conséquent  se  trouvera  d'un  c(')té  soumise  à  l'excès  de 
pression  OTI  —  CM',  et  de  l'autre  à  l'excès  de  pression  M'G'  —  VIV. 

Toujours  encore  à  cause  d(>  la  propiiété  de  l'égalité  de  pression  dans 
tous  les  sens  (pie  les  licjuides  possèdent,  ces  excès  de  pression  s'exer- 
ceront tant  en  direction  horizontale  IIE' qu'en  direction  verticale  G'M'. 

En  tout  donc,  la  molécule  en  G'  se  trouvera  soumise  dans  le  sens 
|)ositif  de  l'axe  des  y  à  l'excès  de  pression 

(OH  -  G'M')  -  (M'G'  -  E'R')  =  M'P'  -  (R'S'  -  M'P'l  =  \  -  2Y,,  , 

expression  dans  lafpielle  Y,,,  représente  l'ordonnée  de  la  courbe  de 
l'onde  visible  correspondante  à  l'abscisse  L  —  W/  +  x,  à  lacjuelle  or- 
donnée, comme  on  l'a  déjà  vu,  on  \nnn  substitut  r  l'ordonnée  ¥[,,  ou 
sim|ilement  Y  du  point  D'  correspondant  à  l'abscisse  L  —  W^. 

Alors  l'excès  de  pression  aucpiel  se  trouve  soumise  la  molécule  en 
(i'  en  direction  verticale  aura  pour  valeur  A —  2  Y,  et  représentera  la 
charge,  c'esl-à-dire  l'effort  aucpiel  la  molécule  obéit  pour  aller  re- 
prendre sa  position  de  repos;  on  bien  encore  l'effort  qui,  en  ce  point, 
tend  à  ramener  le  licpûde  à  niveau 

Il  en  sera  de  même  pour  tout  antre  point  comme  G"  de  l'autre  côté 
de  la  verticale  cjui  passe  par  le  sommet  de  l'onde,  et  comme  la  hauteur 
de  l'onde,  d'après  ce  cju'on  a  dit,  peut  être  considérée  comme  la  même 
des  deux  côtés  de  cette  verticale,  il  s'ensuit  que,  pour  toutes  les  molé- 
cules situées  au-dessous  de  l'horizontale  qui  passe  par  le  point  le  plus 
bas  de  l'onde,  la  charge  à  lacjuelle  elles  se  trouveront  soumises  en 
direction  verticale  aiu'a  poiu"  valeur  A  —  2Y. 

De  même,  pour  chaque  molécule  F  située  au-dessus  de  l'horizon- 
tale qui  passe  par  le  point  le  plus  bas  de  l'onde,  l'excès  de  pression 
auquel  elle  se  trouvera  sounnse  dans  le  sens  positif  de  l'axe  des  y  ain-a 
pour  valeur 

(OR-rN')-N'B; 
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on  i'i'li;ni(lic  N'l>.  parce  que,  la  pression  prixlnile  dependaiil  nni(|ne- 
nienl  (le  la  coloiuie  licpiide  sur  la  vcriicale  (|ni  passe  par  !',  la  nidéc  nie 
est  soninis!'  par  en  liant  à  la  pression  l'N',  cl  par  en  bas  an  nianipu' 
de  pi-ession  l'IS,  |)nis(pie  la  colonne  l'Ji  se  trouve  ,s;ins  contraste;  en 
tl'autres  teianes,  le  point  1',  à  cet  éj^ard,  suivra  les  nioiivenients  dn 
point  li,  qui  se  trouve  soiunis  à  l'action  de  la  coloinio  la  plus  grande. 

(OK-  l'N')  -  N'JJ  =  0/!-  im'-]N'li=  A  -  ^.Y, 

c'est-à-dire  la  même  expression  que  jxtnr  les  points  (V ,  (1".  . 
dette  expression  se  réduit  . 

IViur  V  ^^  —  ;i O, 

I*()iir  \  :^  o  ;i 1-  A, 

l^oui-  Y  =  A  il —  A. 

.   10.   Eu  raisonnant  d'une  manière  senddable,  dans  le  sens  positif  do 
l'axe  des  Jc,  la  molécule  en  G'  est  soumise  à  l'excès  de  j)ressioii 

(OH  -  G'M')  -+-  (G'M'  -  E'R')  =  OH  -  E'R'  =  +  A  ; 

et,  par  analogie,  la  molécule  en  G"  sera  soumise  à  l'excès  tle  pression 
—  A;  ces  excès  de  pression  représentent  la  charge  qui,  en  direction 
horizontale,  tend  à  ramener  les  molécides  à  leur  position  de  repos. 

Si,  an  lien  des  points  comme  G'  et  G"  au-dessous  de  l'horizontale 
passant  par  R',  on  considère  les  points  comme  1'  qui  se  trouvent  an- 
dessus,  ces  points  se  trouveront  soumis  à  l'excès  de  pression 

OK  -  l'N'  +  NT ~  ^-  l'B)  =  OR  4-  l'B  =  Ok  =  -h  A, 

et  à  l'excès  de  pression  — A  pour  les  points  tels  que  I",  comme  pour 
les  points  G',  G". 


11.  Ges  charges  cependant  se  modifient  a  cause  du  mouvement. 

Quand  une  onde  passe,  les  molécules  appartenant  au  même  niveau, 
c'est-a-dire  à  la  même  couche  horizontale  très  mince  dans  le  liquide  en 
lepos,  viennent  l'une  après  l'autre  prendre  la  même  position  par  raj)- 
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porl  à  l'onde  interne  ou  visible  sur  laquelle  elles  se  disposent  dans  le 
mouvement,  de  sorte  que  cette  onde  se  transporte  parallèlement  à 
elle-même  en  direction  horizontale,  tandis  que  les  molécules,  après 
le  passage  d'une  onde  entière,  \iennent  se  trouver  à  la  même  position 
(pi'auparavant  ;  c'est  ainsi  tpi'a  lieu  le  mouvement  apparent  du  liquide. 

L'onde  avançant  par  lui  mouvement  reeliiigiie  horizontal,  chaqiu' 
point  (le  s:i  courbe  eftleure  successivement  toutes  les  molécules  des 
couches  très  minces  contiguës;  car,  en  s'élevant  et  s'abaissant,  elles  se 
portent  continuellement  contre  cette  coxu'be  à  son  passage,  pour  se 
disposer  à  leur  tour  sur  l'onde  respective  à  laquelle  elles  appartiennent. 

Par  conséquent,  chaque  point  de  cette  courbe  dans  son  mouvement 
de  translation  exerce  une  action  sur  les  molécules  effleurées. 

Si,  après  cela,  on  considère  un  temps  très  court,  les  molécides 
effleurées  se  tromeront  comprises  dans  un  intervalle  horizontal  égal  au 
trajet  horizontal  du  point  de  la  courbe,  car  dans  cet  intervalle  elles 
parcourent  toutes  très  approximativement  le  même  espace  horizontal. 

Par  .suite,  chacime  de  ces  molécules  éprouvera,  pendant  un  instant, 
l'action  du  point  de  la  courbe,  et  s'il  s'agit  d'un  temps  très  court,  elle 
éprouvera  en  niovenn<',  pendant  tout  ce  temps,  mie  action  qui  aui"i 
pour  mesure  l'action  individuelle  du  point  divisée  par  une  quantité 
proportionnelle  à  son  tiajet  liorizontal  d;uis  le  même  temps,  parce  que 
cette  action  individuelle,  qui  reste  constante  pendant  ce  temps,  se  fait 
sentir  également,  et  par  conséquent  se  répartit  uniformément  sur 
toutes  les  molécules  comprises  dans  ce  trajet,  et  cela  quelle  que  soit  la 
ilirection  suivant  laquelle  s'exerce  l'ai  tion. 

Nous  disons  qiianlitc  proporllonnelle  à  son  trajet  horizontal,  pai'ce 
que,  dans  un  uitervalle  donné,  le  nombre  des  molécules  effleurées 
varie  suivant  liiiclinaison  de  la  tangente  à  la  courbe  de  l'onde. 

Or  une  courbe  n'e.st  autre  chose  qu'une  suite  de  points  ;  par  consé- 
quent, l'action  qu'un  arc  élémentaire  de  l'onde  exerce  sur  une  molé- 
cule |)endant  tout  le  temps  de  son  passage  auprès  d'elle  sera  égale  à 
la  somme  de  l'at  tion  moyenne  de  tous  ses  points,  action  moyenne  qui 
se  fait  sentir  sur  toutes  les  molécules  comprises  dans  un  trajet  égal  à  la 
projection  horizontale  de  cet  arc  élémentaire,  parce  que  dans  cet 
espace  de  tem])s  tous  les  points  de  cet  arc  élémentaire,  et  pas  d'autres, 
passent  auprès  des  molécules. 
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D'.iiilrc  pail,  plus  l'iiuluiaisoii  de  la  laiif^ciile  à  la  coiirhc  csl 
i^raiulc,  cl  |)liis  Tare  élénieiilairc  do  la  oonrbc  dans  un  inlcrvallt'  doniic 
devient  gi'and;  et  le  nondtre  de  ses  points  augiuenle  |)ré(isenieiil 
eoinnie  pour  les  molécules  en  contact. 

Par  conséquent,  l'artion  ressentie,  flans  une  direclion  déterminée  el 
à  lui  instant  (pieleonque,  par  une  molécule  pendant  le  passa"o  de 
l'onde  en  contact,  sera  égale  à  l'action  totale  exercée  dans  cette 
direction  |iar  l'arc  élénienlaire  (pii,  dans  cet  instant,  passe  auprès  de 
la  molécule,  divisée  parla  |)rojeclion  liori/.ontah;  du  même  arc,  ou  plus 
généralement  divisée  par  la  projection  de  l'arc  élémentaire  considère 
sur  ]a  direction  du  mouvement  do  translation  de  la  courbe  qui  v\i-i\r 
sa  propre  action  sur  les  molécules  effleurées. 

Et  comme  ces  arcs  se  suivent  immédiatemeni  .sans  interruption  m 
superposition,  l'action  de  l'onde  sur  la  molécule  sera  continue;  en 
outre,  elle  aura  toujours  la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  longueur 
de  l'arc,  pourvu  qu'il  soit  très  petit,  parce  que  sou  action  totale  au.ssi 
bien  que  la  projection  sur  laquelle  se  répartit  cette  aciion  lui  soni 
proportionnelles. 

12.  D'après  ce  qui  précède,  l'excès  de  pression  verticale  aïKpiel. 
dans  leur  ensemble,  se  trouvent  soumises  les  molécules  disposées  le 
long  d'nn  arc  élémentaire  quelconque  de  l'omle  interne  ou  visible, 
ayant  pour  projection  horizontale  f/\,  aura  pour  valeur  (  A  —  2  Y)  r/X  , 
et  cette  expression  indiquera  aussi  l'action  verticale  de  l'arc  élémen- 
taire sur  les  molécules  en  contact. 

Ensuite,  par  l'effet  du  déplacement  de  l'onde,  l'action  verticale  de 
l'arc  élémentaire  sur  les  molécules  effleurées  en  un  point  quelconque 
aura  pour  valeur 


dX 


=^A--2\, 


c'est-à-dire  sera  égale  à  l'excès  de  pression  verticale  auquel  sont  sou- 
mises les  molécules  dans  cette  dire(;tion. 

Horizontalement,  chaque  arc  élémentaire  d'onde  de  hauteur  r/y  et 
de  projection  horizontale  dX.  subira  dans  cette  direction  un  excès  de 
pression  A  dy,  et  pendant  son  déj)lacenicnt,  l'onde  exercera  sur  les  mo- 
lécules en  contact  l'action  A-tt-)  abstraction  faite  du  si^ne 
,  (IX  ^ 

Joiirn.  de  Math.  (!î''  série),  lomè  \'[l.  —  SEPTiiMnnE  i  SSo.  0() 
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I.'aiiioii  A   ;.    s'('x<tc('  rMdciimiciit  tlaiis  \c  même  sens  nue  1  excès 

(le  pression  A,  et  par  consecpient  sera  de  même  signe. 

Or,  les  ondes  internes  doivent  être  comme  l'onde  visible,  montantes 
et  descendantes  pendant  les  mêmes  périodes;  car,  à  cause  de  l.i  pré- 
pondérance décisive  de  la  composante  verticale  des  forces  sur  la  com- 
posant(î  horizontale,  ainsi  que  le  révèle  dans  la  iiatm'e  la  grande 
(lilference  d'intensité  des  mouvements  dans  ces  deux  directions, 
cette  composante  verticale  détermine  |)rin(  ipalement  la  forme  des 
ondes. 

D'autre  part,  comme  la  charge  verticale  a  une  valeur  constante  pour 
toutes  les  molécides  situées  au  même  instant  sur  la  même  verticale, 
l'allure  générale  des  ondes  doit  être  la  même  pour  toutes,  sauf  la  dif- 
férence de  leur  grandeur  qui  se  trouve  en  corrélation  a\ec  la  plus 
ou  moins  grande  réaction  des  molécules,  selon  les  différents  points  de 
la  masse  liquide  considérés. 

Alors  le  -7^  >  dans  la  période  montante,  sera  négatif,  et  vice  versa  sera 

positif  dans  la  périotle  ilescendante,  c'est-à-dire  se  trouvera  précisé- 
ment tie  signe  contraire  à  l'excès  de  pression  A. 

Par  conséquent,  l'action  A-^,  et  l'excès  de  pression  A  tlcvanl  avoir 

le  même  signe,  on  devra,  tlans  tous  les  cas,  adopter  —  '^  tv  l>"ur  ex- 
pression de  l'action  horizontale  des  ondes  sur  les  diverses  molécules  de 
la  masse  liquide. 

Ija  charg(!  à  laquelle  se  trouveront  soumises  toutes  les  molécules  de 
la  niasse  liquide  en  dépendance  de  la  forme  des  ondes  se  trouvera 
donc  modifiée  de  la  manière  suivante  : 

Dans  la  direction  verticale  A  —  2  Y; 

Dans  la  direction  horizontale  —  A -,, -  ■ 

13.  Après  avoir  ainsi  tenu  compte  des  causes  inhérentes  à  la  tonne 
des  ondes,  pour  le  reste,  chaque  effet,  comme  on  l'a  déjà  dit,  étant 
proportionné  à  la  cause  qui  le  produit,  et  vice  versa,  on  pourra  regarder 
la  force  qui  anime  chaque  molécule  de  la  masse  liquide  par  l'elfetdu 
dé|)lacement  de  l'onde  visible,  comme  pr<)|)orti()nii(îlle  aux  susdites 


il 
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cliai-f^es  inodificcs,  c'cst-à-cliro  l'égaler  à 

a(A —  2Y1  dans  la  dircclioii  \('rli<al(>; 
—  «A -7^  dans  la  direction  liori/.oiilalc. 

La  quantité  «  doit  éti'c  la  niéinc  pour  les  deux  ciiarges,  car  autre- 
ment le  principe  de  l'égal.ité  île  pression  dans  tous  les  sens,  tlonl 
elles  sont  déduites,  ne  se  trouverait  plus  vérifié. 

Clette  quantité  se  déterminera  d'après  la  condition  que  l'onde  \isil)le 
déduite  des  calculs  ait  la  hauteur  A  observée,  et  (pielle  coïncide,  dans 
chacun  de  ses  points,  avec  la  courbe  de  rond(»  relevée,  ou  adoptée 
dans  les  tentatives  de  calcul. 

14.  Il  est  à  remarquer  qu'en  se  transmettant  de  la  face  verticale  r/'; 
à  la  face  horizontale  d'X  d'un  élément  de  liquide  d'z  X  d'X.  les  pres- 
sions exercées  en  direction  verticale  par  les  colonnes  liquides  Oli 
etE'R'  agissent  toutes  les  deux  dans  un  sens  siu'  lune  des  laces  (I'\. 
et  dans  le  sens  opposé  sur  l'autre,  tandis  que  la  colonne  AlXi',  au  con- 
traire, agit  dans  le  même  sens  sur  toutes  les  deux. 

Par  contre,  en  direction  horizontale,  les  colonnes  Uli  et  E'R' agissent 
l'une  dans  un  sens  et  l'autre  dans  le  sens  opposé  sur  les  deux  fiices  d' z, 
et  la  colonne  M'G\  en  transmettant  la  pr(>ss:on  qui  lui  est  due,  agit 
dans  un  sens  sur  Tiuie  des  faces  f/'s  et  dans  le  s(>ns  contraire  sur  l'autre. 

Par  conséquent,  les  colonnes  liquides  OH  et  ET/  tendent  à  com- 
primer l'élément  en  direction  horizontale  et  à  le  dilater  en  direction 
verticale,  et  vice  versa  la  colonne  M'G',  combinée  avec  la  réaction  du 
liquide  qui  se  trouve  au-dessous,  tend  à  le  comprimer  en  direc  tion 
verticale  et  à  le  dilater  en  direction  horizontale. 

Par  ces  compressions  et  expansions,  les  tranches  liquides  verticales, 
dans  lescjuelles  on  peut  imaginer  (li\isée  la  masse  lirpiide  en  repos, 
s'allongent  et  .se  raccourcissent  verticalement  pendant  le  passage  de 
l'onde,  et  en  correspondance  s'amincissent  et  se  gonflent  horizonta- 
lement, et  par  suite  se  plient  lune  sur  l'autre,  engentlrant  ainsi  les 
divers  mouvements  des  molécules. 

15.  Passant  à  la  réaction  des  molécules,  on  a  d'abord  à  observer 
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([lie,  s'il  n'inli'rxiciit  [)as  d'aiilics  (iiiiscs.  Ions  les  poliils  de  la  masse 
liquide  situés  sur  la  même  verticale  devraient  avoir,  ilans  cette  direc- 
tion, la  même  vitesse,  comme  étant  soumis  à  la  même  cliarae. 

Au  contraire,  eonune  les  faits  le  démontrent,  l'agilatiou,  ijui  n Cst 
autre  chose  que  du  mouvement,  diminue  avec  la  profondeiu',  ce  qui 
lait  que  c(^s  points  doivent  avoir  entre  eux  une  vitesse  verticale  diffé- 
rente. 

Quoi  qu'il  en  soit,  soit  e  la  vitesse  verticale  à  la  profondeur:;  après 
le  temps  /.  la  vitesse  dans  la  même  direction  et  sur  la  même  verticale, 
c'est-à-dire  dans  h;  même  instant,  à  la  profondeur  z  -{-  d'z,  sera 

V  +  -^jT-  il  z-  ; 

la  différence  de  ces  vitesses,  savoir  la  vitesse  gagnée  par  le  point  infé- 
rieur par  rapport  au  point  supérieur,  sera 

ou  encore  la  colonne  :;  aura,  [)ar  rapport  au  point  C[ui  est  au-iles- 
sous,  la  vitesse  l'clative jj—d'z. 

Il  z 

Avec  L-ette  vitesse  relative,  la  colonne  iraj)pe  li'  liquide  cpii  est  au- 
dessous  d'elle  ou  bien  l'aspire,  et  ainsi  se  produit  cette  mutuelle  im- 
pulsion ou  empêchement  de  mouvement  qu'exercent  les  molécules,  et 
qui  forment  leur  réaction. 

Pour  la  déterminer,  il  faut  remarquer  que,  suivant  la  direction  vei-- 
ticale,  la  colonne  z,  qui  s'appuie   sur  la   base  rf'X  et  a  connue  elle  la 

vitesse  c,  possède  la  quantité  de  mouvement  —77—  v. 

De  même,    la  colonne  ;  +  d' z  [)ossède  la  quantité  de   mouvement 

-^  \z  +  (/':;)  [v  -t-  -jr^d'z  \ ,  ou  simplement  "         \v  -+-  -yz  d'  ) ,  parce 

(pie  l'on  peut  négliger  d' z  en  comparaison  de  z. 

Par  conséquent,  dans  l'intervalle  de  sa   hauteur  d'z,  l'élément  de 

d'\(l'z  .  .    1  11       -,    1 

masse —  se  trouve  avoir  gagne  dans  I  unité  de  temps  une  cpiantite 

de  mouvement    égale  à   la  différence    des  quantités  de    mouvement 
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lominuniquécs  respectivement   à  ses  bases  inféiieiire  el  supérieure, 
c'est-à-dire  égale  à 

zd'X  /'  rh     ,,   \  zrf'X  Zff'X  (h    ,, 

expression  (jui.  ra|)portée  à  l'unité  de  masse  de  rélénieiit,  (loiiiic 


d'z  "     d'Xd'z  ~  '  d'z 

et  représente  la  valeurde  la  forceà  laquelle  se;  trouve  soninis  réiéniciil 
par  cette  cause.  Mais  le  coefficient  différentiel  d'une  fonction  m- 
change  pas  par  le  changement  degrandeurde  l'accroissenient  (pic  Ton 
donne  à  la  variable,  pourvu  que  cet  accroissement  reste  très  pelil.  VA 
comme  la  distance  d'z  de  deux  ondes  internes  consécutives,  (jui  à 
l'origine  des  temps  se  réduit  à  dp,  peut  se  représenter  par  /i  dp,  ^- étant 

fonction  du  temps  seulement,  on  pourra  substituer-^  à  -^7  et  de  cette 

façon  la  réaction  des  molécules  en  direction  verticale  deviendra 

=dj/  .      .     •  •       -     .   - 

16.  La  réaction  des  molécules  en  direction  verticale  a  pour  me- 
sure la  profondeur  du  point  considéré  dans  l'endroit  où  il  se  trouve, 
multipliée  pai-  le  coefficient  différentiel  de  sa  vitesse  verticale  par 
rapport  à  la  profondeur. 

Or,  si  l'on  s'en  tient  à  l'olxservation,  la  vitesse  en  direction  verticale 
diminue  à  mesure  que  c  augmente;  par  conséquent,  à  mesure  que  r. 
augmente,  la  réaction  des  molécules  croit  d'un  côté  el  diminue  de 
l'autre. 

D'autre  part,  la  vitesse  diminue  avec  la  force  actuelle,  c'est-à-dire 
à  mesure  que  diminue  la  résultante  de  toutes  les  forces,  et  comme 
la  charge  reste  constante  pour  tous  les  points  situés  sur  la  même 
verticale,  il  advient  en  définitive  que  la  réaction  des  molécules  en  din'c  - 
tion  verticale  est  opposée  au  mouvement  et  croît  avec  la  profondeur, 
et  le  mouvement  diminue  en  correspondance  jusqu'à  s'éteindre  coin- 
plètement. 
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17.  Par  analogie,  pour  la  réaction  des  molécules  en  direction  hori- 
zontale, si  le  même  point  situé  à  l'abscisse  L  —  X  a  dans  cette  direction 
la  vitesse  u,  le  point  situé  au  même  instant  sur  la  même  horizontale  à 

l'abscisse  L  —  X-t-r/X  aura  dans  cette  du-ection  la  vit(»ss<'»  +  y^"  ^^. 

el  la  vitesse  relative  du  second  point,  par  rapport  au  premier,  sera 

(kl    ,,,, 

D  antre  ))art,  comme  on  l'a  vu.  de  t(tuLes  les  colonnes  liquides  qui 
agissent  sur  l'élément  en  direction  horizontale,  la  colonne  M'G'  est  la 
seule  qui  agisse  dans  ini  sens  sur  l'une  des  faces  d z,  et  dans  le  sens  op- 
posé sur  l'autre. 

La  colonne  M'G'=;  =  est  donc  celle  sans  laquelle  il  n'y  aurait  pas  de 
vitesse  relative  entre  lesdeux  points;  parconséquent.  la  mémecolonnez 
(lui  régie  la  vitesse  relative  des  faces  rf'X  de  l'élément  règle  aussi  la 
vitesse  relative  des  autres  faces  d' z,  en  exerçant  sur  toutes  la  même 
pression;  par  imité  superficielle. 

Et  comme  la  pression  de  la  colonne  :;  sur  la  face  cl' z  est  :  d'z,  la 
réaction  des  molécules  en  direction  horizontale  rapportée  à  l'unité  de 
masse  aura  une  expression  analogue  à  celle  de  la  réaction  en  direction 
verticale. 


m. 

18.   T>es  équations  du  mouvement  seront   donc,  dans  la  direction 

\erlicale, 

ds-  .  ,-  f/r 

dl  ^  d[i 

et  dans  la  diicclion  horizontale, 

du  .    dy  du 

-TT  =     -U\-pr  +  z-p^- 
dt  d\  d\ 
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Dans  ces  expressions,  il  n'est  lait  aneiine  distint  lion  sin-  I  ainplilndc 
<les  branches  montante  et  cleseemlante  de  l'onde,  |)aree  (pie,  les  équa- 
tions (In  mouvement  ayant  pour  toiil(  s  les  (hnix  la  nu^ine  (orme,  il 
n'y  a  pas  de  raison  pour  (pi'uiic  l)i'aiulie  doive  ("'Ire  différente  de 
l'autre. 

19.    H  reste  à  exprimer  la  condition  de  continuité. 

Evidemment,  si  le  licpiide  est  continu  et  incompressible,  un  quel- 
conque de  ses  (^'k^ments  changera  bien  successivement  de  forme  suivant 
les  diverses  positions  (pi'il  occupeia  pendant  le  passage  de  l'onde,  mais 
il  ne  changera  jamais  de  volume. 

Or,  un  point  situi^  à  la  distance  1,  —  X  de  hi  verticale  fixe  K'E'  dans 
le  liquide  en  repos  viendra  se  trouver  à  la  distance  L  —  X  4-  ^r  decette 
même  verticale  dans  le  liquide  en  mouvement,  puisque  le  point  s'est 
déplacé  de  la  (juantitt-  -f-  x  de  sa  propre  verticak^. 

De  même,  un  point  placé  à  la  distance 

L_X4-^^^%=^^  =  L    -X-iX, 

dans  le  liquide  en  repos,  se  trouvera  à  la  distance 

E  —  X  -f-  .r  H ^ j^- JX  =  L  —  X  +  a-  —  d\  -h  -n:-  (/\, 

dans  le  liquide  en  mouvement. 

Par  conséquent,  la  distance  horizontale  des  deux  points,  qui  dans  le 
liquide  en  repos  était 

(L  -  X  —  rfX)  -  (L  -  X)  =  -  dX, 

sera,  dans  le  liquide  en  mouvement, 

L  -  X  +  .r  -  rfX  +  ^^  dx)  ~  (L-  X^x)  =  -dX+~d\; 

c'est-à-dire  que,  dans  le  passage  du  repos  au  mouvement,  la  distance 
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-  f/X  des  deux  points  se  Irouvera  aiigmenté<'  de  la  (jiiaiiliti'  +     .   r/\, 

et'  qui  du  reste  est  évident. 

Avec  les  éléments  de  largeur  —  dS.  (abstraction  faite  du  signe]  pt  n- 

daut  le  repos,  el  —  dX  -+-  -^  dX.  dans  le  mouvement,  le  liquiile  res- 
tera sans  interxallcs  ni  superpositions  dans  la  direction  horizontale: 
par  conséquent,  j)our  examiner  la  condition  de  continuité,  on  adoptera 

—  d\  -+-    .  -  r/X  pour  largeur  des  éléments  dans  le  liquide  en  mouve- 

nienl. 

Le  liquide  restera  de  même  sans  intervalles  ni  superpositions  dans 
la  (Hrection  verticale  pendant  le  mouvement,  si  l'on  a  égard  aux  élé- 
ments compris  entre  deux  ondes  consécutives,  correspondantes  respec- 
tivement aux  profondetus />  etyj -t- (//;. 

Alors  la  hauteur  d'un  élément  quelconque  sera  le  d'z  correspon- 
dant à  l'abscisse  ]j~  X-l-r,  liauleur  à  laquelle,  d'après  ce  qu'on  a  vu, 
on  peut  su])stituer  celle  qui  correspond  à  l'abscisse  L  —  X,  savoir 
simplement  d'z. 

Si  donc  on  appelle  E  le  voliuue  d'un  élément  quelconque  mis  en 
mouvement,  l'on  aura 

E=(-^X  +  ;grfx)rf'3=(-.  +  ^)./X./'.. 

Mais  afin  que  la  condition  de  continuité  et  d'incompressibilité  soit 
satisfaite,  il  faut  cpie  ce  volume  soit  constant  à  chaque  temps;  il  faudra 
donc  en  égaler  à  zéi'o  la  différentielle  par  rapport  au  temps,  ce  qui 
donne 

§V/ -  ^  ^X  =.  ^^  ^  X=  |//.  -  (  .  -  ^  ) -^  rfX  V/,  -  o . 

et,  en  ôtant  les  facteurs  communs, 

■  -  c/Kr   dz         f  il.r\      cPz 


d\'  dp         \  '        </\  I  <ljnl\        °' 


■•(]nalion  qui  exprime  la  condition  voulue. 
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20.  D'jiprcs  co  (jui  a  clé  dit  nisqu  ici,  les  équations  du  inouvenient 
des  <livers  poiiils  de  l.i  masse  liquide  seront 

(ht  ,   r/i  (/// 

^  =  «(A-u^)+z^, 

z  =  p-^\~y, 
X  =  L  -  W/, 

c/X'  dp       y       d\)  d[nl\  "*'• 

auxquelles  équations  il  faut  ajouter  les  deux  équations  générales  siu- 
lantes  : 

dx  =  u  dl , 

dy  =  «'<//. 

Pour  chaque  point  on  a  donc  sept  équations  entre  huit  variables, 
X,  y^  z,  u,  (',  /,  X,  Y  et  la  quantité/^;  en  en  éliminant  six,  on  arrivera 
à  une  relation  entre  les  deux  autres  variables,  la  profondeur  p  et  les 
données  de  l'onde,  savoir  sa  hauteiu',  son  amplitude  et  sa  vitesse. 

Le  mouvement  sera  donc  parfaitement  déterminé  en  fonction  de  ces 
données  et  de  la  profondeur  du  point  que  l'on  veut  considérer,  pourvu 
qu'on  donne  la  profondeur  du  fond,  comme  on  le  verra  plus  loin. 

21 .  Mais,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  la  réduction  des  sept  écpia- 
tions  à  une  seule,  quand  même  cela  serait  jiossible,  s(M'ait  si  difficile  et 
conduirait  à  des  résultats  si  compliqués,  qu'il  faudrait  renoncer  à  toute 
idée  de  poursuivre  l'ojjération  par  ce  moyen. 

Pour  ari'iver  à  la  solution  du  problème,  ce  sera  donc  le  cas  de  la 
chercher  approximativement  par  la  méthode  dite  de  fausse  position, 
en  commençant  par  attribuer  à  quelques-imes  des  variables  des  ex- 
pressions telles  qu'elles  concordent  assez  bien  avec  la  réalité  des 
choses. 

Dans  ce  sens,  considérant  que  le  mouvement  des  molécules  est  ()s<il- 
latoire,  et  que  le  moven  le  plus  convenable  de  le  représenter  est  d'em- 
ployer une  fonction  de  sinus  et  de  cosinus,  avec  la  combinaison  des([uels 

Journ.  de  Math.  (3=  série),  tome  Vil.  —  Septembre  i88i.  ^O 
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on  arrive  à  exprimer  toute  sorte  d'oscillation,  on  peut  d'abord  supposer 
que  la  courbe  de  l'onde  visible  soit  une  sinusoïde,  comme  du  reste  l'a 
considéré  Laplace  quand  il  a  donné  les  lois  de  propagation  horizontale 
d'une  onde  mince  suivant  la  théorie  du  mouvement  orbitaire. 

T/équation  de   la  sinusoïde  est  la  fonction  la  plus  simple  dont  le 

~  se  réduise  à  zéro  aussi  bien  jiour  X  —  o  que  pour  X  =  L,  comme  en 

(t\. 

effet  cela  arrive  dans  la  nature,  où  la  vitesse  verticale  est  nulle  au 
sommet  et  au  point  le  plus  bas  de  l'onde;  par  conséquent,  quelle  que 
soit  la  vraie  courbe  de  l'onde,  la  sinusoïde  s'en  approchera  au  moins 
dans  le  voisinage  de  ces  deux  points. 

D'ailieui's,  si  l'on  observe  les  ondes  quand  a  cessé  l'action  des  forces 
qui  les  ont  pi-oduites,  et  quand  elles  ne  se  trouvent  pas  modifiées, 
sensiblement  au  moins,  par  la  réaction  du  fond  ou  des  rives,  ou  par 
le  croisement  d'autres  ondes  provenant  d'une  direction  différente;  en 
d'autres  termes,  si  les  ondes  ne  sont  en  aucune  façon  dérangées,  pré- 
cisément comme  on  le  suppose  dans  la  question  dont  il  s'agit,  dans  ces 
conditions,  on  voit  que  leur  forme  concorde  assez  bien  avec  celle  de 
la  sinusoïde. 

Ij'équation  de  la  courbe  de  l'onde  visible  serait  donc 

,.        A  /  X 


,    I   +  COS7Î   , 
■2    \  L 

,         .  , ,  .        ,  .  ,     du     .dv 

Apres  cela,  si  1  on  examine  les  expressions  de-T-et^>  qui  repré- 
sentent la  valeur  de  la  force  actuelle  qui  sollicite  un  point  quelconque 
dans  les  deux  tlirections  horizontale  et  verticale,  on  voit  qu'elles  ont 
la  même  forme  pour  tous  les  points. 

En  outre,  l'observation  montre  que  l'agitation  décroît  à  mesure 
que  la  profondeur  augmente;  de  sorte  que  les  forces  actuelles  qui  les 
produisent  diminuent  aussi  quand  z  croit,  jusqu'à  devenir  nulles  à  la 
limite  de  l'agitation. 

Enfm,  la  charge  à  laquelle  sont  soumises  les  molécules  dans  la  di- 
rection horizontale  change  pour  tontes  de  signe  sur  les  verticales  qui 
passent  par  le  sommet  et  par  les  points  le  plus  bas  de  l'onde. 

Tout  cela  revient  à  dire  que  les  ondes  internes  conservent  une  cer- 
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laine  ressemblance  avec  l'onde  externe  et  qu'elles  se  trouvent  toutes 
comprises  entre  celle-ci  et  une  ligne  droite  horizontale  qui  représente 
l'onde  intcinc  à  la  pi'ofondeur  où  l'ai^itation  du  liquide  ne  se  fait  |)lus 
sentir-. 

Par  conséquent,  si  l'on  a|)pellea  la  liaiiteiu"  de  l'onde  interne  corres- 
pondante à  la  piofond(HU/;,  on  peut  admettre  que  l'expn'ssion  de  v 
soit  de  la  même  forme  t|ue  e(>lle  de  \ .  dans  laquelle  on  substitue  seu- 
lement a  à  A,  c'est-à  (lire  soit 

a  1  X  , 

T  =   "       I    +  COSTl  y       • 

a  \  1,  ' 

Avec  ces  valeurs  de  Y  et  de^,  celle  de  s  sera 

A  —  rt  /  X  \ 

s  =p  -I-  ■ — - —  (  I  ^-  cos;r  -  ) , 

expression  qui,  en  ce  qui  concerne  les  erreurs  commisessur  Y  et  v,  n'en 
contient  que  la  différence. 

22.  Si  de  ces  expressions  on  tire  les  valeurs  des  divers  facteurs  qui 
entrent  dans  les  équations  du  mouvement,  on  a 

A  —  2  Y  ^  —  A  cos  t:  j  ! 

dv  a  Tz    .        X  , 

ax  =  -âL^'"^L' 

c  =  ^=^-W^=W'?;!sm.^, 
at  c/\  ■>  '1.  1. 

dv         ,,-    da    -K    .        \ 

dp  2  (l/J   t.  L 

et  les  équations  du  mouvement  deviendront 

du  .   a  -  X  .\ — a  I      ■:>/>  \  .    du 

-r-  =  a  A     Y  sui:i  y-  H -~ h  i  -I-  cost:  -.- )  -r-  . 

dt  2  I.  1,  !        \  A — a  I.  '  d\ 

di  .  \    ,  A—a/     ip       ^         ^  X  ,    d'i    -    .        \ 

-r,  =        a  A  cost:  -; — I-  W  — r  -  (  -j — ' — ■  +  i  -h  cos-  —  |  — -  ,-  sm-  -p  ; 


A  —  ai     ip 
a      \  A  —  <? 


dL  L    '  a      V'^— "  '     L  '   i^//'  L 
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expressions  dans  lesquelles  dt=  —  Ty;  on  en   déduit  u  et  e,  pour 

des   profondeurs   déterminées,  exprimés  au   moyen  de  la   seule  va- 
riable X. 

25.  En  ce  qui  dépend  des  lignes  trigonométriques,si  l'on  divise  l'am- 
plitude de  l'onde  en  quatre  intervalles  égaux  à  partir  de  X  =  L  jusqu'à 

X  =  —  L,  le  facteur  sinn  j  sera  positif  dans  le  premier  et  le  deuxième 

X 

intervalle,  et  négatif  dans  le  troisième  et  le  quatrième  :  costt^  sera  au 

contraire  positif  dans  le  deuxième  et  le  troisième,  et  négatif  dans  le 
premier  et  le  quatrième. 

En  conséquence,  en  ce  qui  regarde  le  déplacement  de  l'onde  visible, 
action  qui,  en  déterminant  le  mouvement,  jirédomine  sur  la  réaction 
des  molécules,  qui  ne  fait  que  la  modifier,  en  direction  lioVizontale, 
cette  action  sera  positive  dans  le  premier  et  le  deuxième  intervalle,  et 
négative  dans  le  troisième  et  le  quatrième.  Dans  la  direction  verticale, 
au  contraire,  cette  action  sera  positive  dans  le  premier  et  le  quatrième 
intervalle,  et  négative  dans  le  deuxième  et  le  troisième. 

En  d'autres  termes,  -t-''  savoir  la  force  actuelle  qui  produit  le  mou- 
vement en  direction  horizontale,  de  positif  devient  négatif  en  pas- 
sant de  la  période  montante  de  l'onde  à  la  période  descendante, 
dans  laquelle  période  X  est  négative;  en  outre,  sa  valeur  est  nulle, 
c'est-à-dire,  la  vitesse  dans  la  direction  horizontale  est  un  maximum 
ou  un  minimum  sur  les  verticales  qui  passent  par  X  =  I.  et  X  =  o, 
c'est-à-dire  par  les  points  les  plus  bas  et  par  le  sommet  de  l'onde. 

Et  comme,  dans  les  points  voisins  de  X  =  L,  l'ab.scisse  X  diminue 

quand  le  temps  croît,  et  siuTTy  de  négatif  devient  positif,   par  cette 

raison,  a  aura  une  valeur  minimum,  et  vice  versa  elle  aura  une  valeur 

maximum  dans  le  voisinage  de  X  =  o,  parce  que,  X  diminuant,  sin?:  y 

de  positif  devient  négatif. 

Le-^t  au  contraire,  tle  positif  devient  négatif,   en  passant  du  |)re- 

mier  au  deuxième'  intervalle,  et  vice  versa,  de  négatif  devient  positif, 
en  passant  du  troisième  au  quatrième;  dans  ces  passages,   il   devient 


H 
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nul,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  vitesse  en  direction  verticale  est  un 
maximum  ou  un  minimum  siu-  les  verticales  qui  jKissent  par  le  milieu 

des  demi-ampliludes  de  l'onde,  et  sera  un  maximum  pour  X  =  -,  et 
un  nninnnun  |)our  X  =  —  -• 

En  outre,  dans  le  trajet  d'une  onde  entière,  les  accroissements  du  et 
(h'  |)assent  symétriquenuMit  par  des  valeurs  éj^ales  et  de  sit;;nes  contraires. 

Tout  cela  explique  que  le  mouvement  des  molécules  est  orbitaire, 
et  qu'à  un  maximum  ou  minimum  de  vitesse  dans  une  direction  cor- 
respond une  vitesse  nulle  dans  l'autre. 

Quant  à  la  réaction  des  molécules,  il  faut  remarquer  d'abord  que, 

à  cause  de  <fX  =  —  Wdt,  on  a  ^^  =  —  ^r^;  et  le  terme  qm'  le  con- 
tient comme  facteur  dans  l'expression  de  -j-  deviendra  de  signe  cou- 
traire  à  -r-,  c'est-à-dire  qu'il  deviendra  négatif  dans  le  premier  et  le 

deuxième  intervalle,  et  restera  positif  dans  le  troisième  et  le  quatrième. 
Eu  second  lieu,  la  bauteur  a  de  l'onde  interne,  d'après  ce  que  l'on  a 

vu.  diminue  à  mesure  que  p  augmente,  de  sorte  que -p  sera  toujours 

négatif,  et  le  terme  qui  le  contient  comme  facteur  dans  l'expression 

de  -J-)  à  cause  aussi  de  l'autre  facteur  sin;:  y,  deviendra  négatif  dans 

le  premier  elle  deuxième  intervalle,  et  restera  positif  dans  le  troisième 
et  le  quatrième. 

En  d'autres  termes,  aussi  bien  dans  la  direction  horizontale  que 
dans  la  verticale,  la  réaction  des  molécules  sera  toujours  négative 
pendant  la  période  montante  de  l'onde,  et  positive,  au  contraire,  dans 
la  période  descendante,  comme  du  reste  on  pouvait  le  prévoir  en  ob- 
servant le  mode  suivant  lequel  se  comportent  les  tranches  verticales 
et  horizontales  du  liquide;  c'est-à-dire,  comment  elles  s'allongent  ou 
se  raccourcissent,  et  quel  est  l'effet  produit  par  leur  allongement  et 
leur  raccourcissement. 

IV. 

24.  Du  moment  que  ces  équations  subsistent  pour  une  valeur  quel- 
conque de  z,  elles  subsisteront  encore  pour  les  molécules  à  la  sui- 
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face  (lu  li(juide,  pour  lesquelles  s  =  o;    et  dans  ce  cas  elles  ilevieu- 

dront 

r/t!  a     A-^  TT     .         X 

d\'  a     .  X 


Kl)  les  inlégrant  et  en  observant  que 


^         dt  dX     ^^      ^         dt  "  rfX' 


on  aura,  pour  la  première. 


-,        a  A''  X 

U  =  TY>  —  cosTT  -p  +  const.  ; 
W   2  L 


dans  cette  équation,  pour 


X  =  -,     U  =  o,     const.  =  o. 


da-  a     A-  X 

;7x  =  -     W^T^'^^L' 

a     AM.     .         X 
.r  =  —  -^T? suin  -r  -f-  const 

W      2      TT  1^ 


dans  celle-ci. 


X  =^  L,     ic  =  o,     const.  ^  o. 
Pour  la  secontle  équation  on  aura 


ou  p< 


a  X 

V  =  TTT  A  —  siuTi  —  +  const.; 

VV        ir  I. 


X  =  L,     V  =^  o,     const.  =  o 

d\  rj.  {.      .  X 

^  =  -W^A-sm7r  ,-; 
Y  =  ^tt:;  a  —  cost:  ^  +  const. , 


et  puisque  pour 


X  =  L,     A^  =  o,     const.  =  +  ^ît-  A  -%; 


et  alors 

Mais  pour 
par  suite 
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Y=^A^f  .  +  cos;r-^- 


X  =0...  Y=:  A, 


W2    TT^ 

a  = 
et  l'on  aura  défiuitivemeut 


«=  — P' 


U=Wi;   f,cos7:^, 
i  I.-  I. 

X  = r  r  ^'"^  T  ' 

I      \y  L 

V^W-pSillTT^, 

Y  =  ^(,+cos7:^-), 
comme  l'équation  dont  on  était  parti. 

25.  La  valeur  de  la  quantité  a  =  —  p  est  caractéristique;  on  peut 

la  considérer  comme  la  moitié  de  la  force  vive  de  l'unité  de  niasse  avec 
la  vitesse  W  de  propagation  des  ondes,  divisée  par  le  carré  du  rayon 
du  cercle  qui  a  pour  circonférence  l'amplitude  aL  de  l'onde,  le  long 
de  laquelle  les  molécules  accomplissent  leur  révolution. 

Il  était,  du  reste,  bien  naturel  que  la  valeur  de  a  dût  être  formée 
par  ces  éléments,  car,  en  évaluant  les  charges  et  leurs  modifications, 
on  avait  déjà  bien  tenu  compte  des  dimensions  en  hauteur  de  l'onde 
visible  et  de  la  forme  des  ondes  en  général,  mais  il  manquait  encore 
d'introduire  dans  le  calcul  leur  amplitude  et  leur  vitesse,  choses  qui 
doivent  exercer  une  influence  bien  décisive  sur  l'inlensité  tlue  au  dé- 
placement de  l'onde  visible. 

En  outre,  le  produit  de  la  quanlité  a  ainsi  obtenue,  par  chacune  des 
deux  charges  trouvées  plus  haut,  constitue  une  vraie  force,  puisqu'il 
en  résulte  la  moitié  d'une  force  vive  divisée  [lar  un  espace  linéaire,  et 
multipliée  par  le  rapport  de  deux  ligues,  dont  le  numérateur  est  la 
charge.  La  proportionnalité  de  a  aux  forces  qui  représentent  l'action 
produite  par  le  déplacement  de  l'onde  visible  est  donc  admissible. 
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26.  Si  l'on  passe  maintenant  aux  molécules  dans  l'intérieur  de  la 
masse  liquide,  l'équation  de  leur  mouvement  dans  la  direction  verti- 
cale deviendra,  d'après  la  valeur  trouvée  de  a, 

</('         „rAT-  X         K  —  af     p./>  X\   du   r    .        \ 

d\  2  L''  h  2       \A  —  a  U  J  idp  \^  I, 

En  intégrant,  on  aura 

-,,  A  TT     .         X  da  \ 

r  =  w  -  T-S'IITT  i 1 i-OCOSTTt- 

2    1^  1>  '2dl>'  1- 

\  —  a    da             X         A  —  a    da    i         ,     X 
H :^cos7r  r  H j — cos-'TTr  +  const. 

2  2(7/3  L  2  %ap   1  \t 

Pour  X  =  f.,  ('  =  o  ;  par  suite 

da  \  —  '7    da  \  —  r/    (A^     i 

const.  =  -^ ;-  p  H ; —7 ' 

2  f//>  '  2  2  f //<  2  2  dp    À 

et,  à  cause  des  relations 

.  _  dy  _  ^)- 

^  ~  dt    ~  <l\' 


et 


I  —  cos-  71  r  ^=  S'il"  7^  r  ^ 


X 

I  —  COS27:t- 


on  aura 

dy               A  TT    .        X         da     p  f                    X\ 
^X==         2L^"^^L        2./y.  W^'-^'^^^'^LJ 

A  —  a 

2VV 

da    f                      X  \             I      k  —  a 

—y-      1  +  COSTT  T-       +   T^rr;  

2  (//>  \                          L  /            4  W         2 

En  intégrant. 

A           X 

^=_cos7:j^  _ 

da      f      ^     A  —  f?  ^  V            '^'* 
aWV/A^    '         2      J-^         2Wr//j 

X 

,      ,    I   —  cos  2  71  i- 
'J.dp  \  \. 


\  —  a\  L    .        X 


\L    .        X 
-sniTTr 

J  T.  1> 


A  — rt    r/r7    /,,  L      .  X 


X sinajir-  |  +  const 


iw     2    ■idpy^     iT."^"L 
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roiir  X  =  L.    .y  =  o;  par  suite, 

\             '/(i       I            \  —  n\.             I      A     -  <i    (ht    , 
const.  =  ■'r   -  -i-  -..:,-    p  H- \'  —  T-TîT —1-.  ■'• 


'J2I 


'i        2  d/j 


("I  par  roiisrijiicnt,  en  rrdiiisant, 

./,/      /  .S  A 


A  /  X 

V  =   y  (  I  -+  cosTt  r-  )  + 


'la      /  A  —  a\  I.    .        \  1      A  •     a    r/ii     i-     . 

Mais,  pour  X  --  o,  on  doit  avoir  j'  =  n;  par  coiisrqitcnl, 


\  •     (,    da     I,     .  X 

sui  ï>.-  Y 


dp 


(I  ou 


A —  a 


/;-+-  ^(A-a) 


équatiou  tliftércntiellc  homogène;  pour  l'intégrer,  il  sullii-a  de  fairi 

(A  —  a)  =  Ttp, 
d'où 

d{ k  ~  a)  —  pdf]  n    Tjdp. 

En  sidsstituant  ces  valeurs  et  en  réduisant,  on  aura  successi%einent 


l  H    ^  -'i  )  (H 


■l  \\ 


dr,  o,W 


,,\V  — l.\    .\V  3 


~\7 


+  -  )''■'; 


'    -8''' 


I,  dr.  7.\\ 


—  aW  —  L    T,  2 W  —  L       2\V  3 

L 

JiHini.  ./<•    l/(/f/i.  (.)'  série;,  toiuc  \\\.        Skpicmiiue  iS8i 


îr-'"8^' 


4" 
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En  intégrant,  on  aura 
9.  W  —  L 


L 


o  VV         /•  2  W  3    \ 

■log/;  -  log»;  ~  ^l<>g(-ï^ '  "  8^)  "*"  <'""'^t- "' 


passaiil  aux  ii()inl)rfs,  siil)slituant  à  y)  sa  valeur  t-t  l'etluisaiif,  on  ol)- 
lient 

,,  >  ^  -p /•..W  3  \-a^"'- 

l'oiir  la  (léterniinalioM  de  la  constante,  il  faut  remarquer  qu(\  tant 
qu'il  y  a  mouvement,  il  y  a  aussi  réaction  des  molécules,  et  vice  versa. 
Or,  si  grande  que  soit  la  profondeur,  la  vitesse  pourra  bien  devenir 
très  faible,  mais  elle  ne  pourra  jamais  s'éteindre  com|)létenient,  parce 
que  le  coefficient  différentiel  de  la  vitesse  verticale  par  rapport  à  la 
profondeur,  qui  constitue  l'autre  facteur  de  la  réaction  des  molécules, 

ne  peut  jamais  se  réduire  à  zéro,  attendu  que  -%-  =  o  est  le  symbole 

distinctif  d'un  maxinuun  ou  d'iui  minimum  de  vitesse,  dont  il  n'est 
pas  question  ici,  et  non  pas  d'une  vitesse  nulle. 

Du  reste,  quelle  que  soit  la  profondeur  du  liquide,  chacune  de  ses 
molécules  est  soumise  à  l'excès  de  pression  ±  A  en  direction  horizon- 
tale, et  A  —  2 Y  en  tlirection  verticale;  l'effet  de  ces  forces  est  bien 
paralysé  plus  ou  moins  par  la  réaction  des  molécules  en  mouvement, 
mais  il  ne  peut  pas  rester  entièrement  détruit,  parce  qu'il  n'y  a  pas  de 
réaction  là  où  il  n'y  a  pas  mouvement. 

Donc  le  mouvement  ne  cessera  qu'à  des  profondeurs  infinies,  pourvu 
que  s'y  prête  l'extension  des  colonnes  liquides. 

En  réalité  cependant,  le  mouvement  s'arrête  au  fond  sur  lequel  re- 
pose le  liquide,  car  là,  à  cause  du  manque  d'élasticité,  à  chaque 
uistant  la  composante  des  forces  normale  à  la  surface  du  tond  sera  de- 
truite;  les  molécules  qui  y  sont  en  contact  ne  s'en  détacheront  pas, 
et  la  hauteur  de  l'onde  interne  y  sera  nulle. 

Par  conséquetit,  si  P  représente  la  profondeiu"  du  fond  au-dessous 
du  liquide,  la  constante  devra  être  telle,  que  pour  />  =  P  on  ait  a  =  o, 
et  l'on  aura  par  conséquent 

W  3  A\~ 


Aconst.=.P'(:^i^-,        ^J) 
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3a  i 


cl  ou 


a=  A 


.u  /  'W 


\  — 


I, 


>> 

v-i 

:;  \  -    </\  ' 

H'   p       \ 
3  A        1 

8  !•     / 

Pour  ^)  =  o,   le  l'apport prend  la  Nalciir     ^    tpii    se    l'edinl    à 

8  a\V  1     »•        ^    I     r  I     '/(  \  —«'1  1  .1 

„  -j — 1  en  le  tirant  de  I  expression  de ; >  sa\()ii'  du  rapport  des 

.1    1.  '  t//>  '  ' 

dilïéreiilielles  du  iiuiiiérateiir  et  du  dénominateur. 

,.  ,  .    ,  .'!  A    -  a  '.',  \        9.\y 

rar  eonsniuent,  la  (|iiaiiliie  „ \ arie  entre  „  ,.  cl   -, — 

'  '  N      /)  Sri. 

Ouant  à  la  valeur  de  ^^  rohserxatinii  montre   (pie  l'oncU'  se  hiise 

(piaïul  elle  arrive  sur  des  profondeurs  à  peu  près  égak's  à  sa  propre 
hauteur-,  ceci  revient  à  dire  que,  par  délaul  de  profondeur,  elle  doit 
avoir  ressenti  déjà  des  perturbations  axant  d'arriver  à  ce  point;  en 
d'autres  ternies,  pour  se  développer  dans  des  conditions  normales, 
connue  on  le  suppose  dans  la  présente  cpit  stion,  l'oiidi'a  besoin  de  pro- 
fondeurs suffisantes,  plus  grandes  qu(>  A. 

A  cause  de  cela,  ^  sera  une  fraction  d'autaiil  pins  p(>tite  cpie  P  sera 

plus  grand,  et  ses  limites  extrêmes  seront  o  et  i . 

La  valeur  de  ^^  ensuite,  comme  on  le  verra  pins  loin,  reste  com- 


prise entre  les  limites  .  et  ,  eiuiron. 

A  l'aide  de  toutes  ces  valeurs  limites,  on  arrive  à  reconnaître  que  le  fac- 


teur 


3  A  — «\ 

8"7r 


est  près  de  l'unité,  toutes  les  fois  qu'il  s'agit 


2  W  _    „  3  A 
V       r.    ~  '  ~  S  P 

de  [)oints  situés  a  une  certaine  distance  ilc  la  suriace  ilu  liquide,  pour 

lesquels  '- est  proche  de  son  minimum. 

Ce  même  facteur  est  encore  voisin  de  l'unité,  o.scillanl  entre  o,iS")i 
et  i,25o,  quand  -p- est  près  de  sonnnnunnin,  quand  même se- 
rait, au  contraire,  voisin  de  .son  maximum. 


tnfin,  ce  u'esl  que  ilaiis  les  cas  d'ondes  très  rapides  etdepeii  d'ain- 
plitiid(>,  et  de  ])oints  situés  à  de  très  ])elites  profondeurs,  ipie  ce  rap- 
porl  aecpiicrl  une  certaine  grandeur,  de  i  ,()()à  4,ootoutau  plus,  selon 


(Hie  p  a  une  v.ilcur  maxinia  ou  niininia. 


Si  l'on  considère  cependant  que  ce  facteur  a  un  exposant  fraction- 
naire, de  sorte  qn(î  sa  valeur  se  rapproche  encore  davantage  de  l'unité, 
et,  d'nulre  part,  que,  quand  il  s'agit  de  points  à  une  profondeur  très 
petite,  |K)ur  lesquels  ce  facteur  s'écarte  davantage  de  l'unité,  l'autre 


ficteur  (  p)      sera  faible,  leur  produit  sera  faible  aussi,  et  il  n'y  aura 

/■?.W  3  A 

/  "x — '- 

pas  alors  une  grande  différence  à  prendre  pour  (    — -p^ 

une  valeur  approcbée. 

Par  toutes  ces  raisons,  en  praliipu%  on  pourra  le  considérer  comme 
égal  à  I ,  et  poser 


Cette  expression  simple  de  a  se  déduit  immédiatement  de  l'équation 

3 
différentielle  originaire,  dans  hujuelleou  néglige  la  quantité  ^(A  —  a], 

qui,  dans  la  plus  grande  ])arti(>  des  cas,  est  très  petite  en  compaiaison 
de  p. 

27.  Des  données  obtenues  sur  les  ondes  mesurées,  on  déduit  que  le 
rapport  ^y-  varie  de  „  à  -^  environ,  et  généralement  reste  compris  entre 
^  et  -1  c'est-à-dire  que  les  décroissements  de  a  varient,  suivant  les  cas, 
comme  les  racines  cubiques  ou  carrées  du  rapport^- 

Cela  montre  comment,  même  dans  le  cas  des  plus  grandes  valeurs 

de  —. —  ;  la  \aleur  de  a  décroît  tout  d'abord  rapidement  de  manière  à 

se  réduire  considérablement  à  peu  de  distanct;  de  la  surface  du  liquide; 
])uis,  cette  même  valeur  décroit  de  moins  en  moins  rapidement,  pour 


PROPAr.AiJON    vi:ii  ricAr.ic   i)i:s  ondks.  .v^.) 

se  maintenir  à  |)(mi  près  constanlo  jusqu'à  de  très  grandes  profondeurs, 
s'il  (Ml  ('xist<\ 

28.   Avant  ainsi  oljtcnu  les  valeurs  de  a  et  de  -7-  en  fonetion  de  n. 

dp  • 

on  peut  les  sid)sliluer  dans  les  expressions  de  v  fi\  y  poiu"  en  tircM-  les 
valeurs  correspontlanles  à  des  valeurs  déterminées  de  X. 

On  peut  aussi  les  substituer  dans  les  équations  du  mouvement  en 
ilireclion  horizontale,  pour  eu  tirer  les  valeurs  de  u  et  de  iraprès  lixoir 
exécuté  les  intégrations  nécessaires. 

Mais  le  calcul  deviendra  plus  simple  et  plus  exact  en  même  temps,  si, 
à  l'action  du  déplacement  de  l'oudc  \isibleet  à  la  réaction  des  molécules, 
on  substitue  la  force  actuelle  capable  par  elle  seule  de  produire  le 
même  mouvement,  c'est-à-dire  substituer  la  force 

a    rt-  71     .        X  --r  o"  -n}     .         X 

en  direction  horizontale,  et 

a  X        ,,,  a  II-  X 

:rT-r«cosn;r  =  W-t-tCOstit- 

en  direction  verticale,  pareillement  à  ce  c^ui  arrive  pour  l'onde  visible, 
pour  laquelle  la  réaction  des  molécides  est  nvdle. 

Alors  il  suffira  de  substituer  a  à  A  dans  les  expressions  trouvées  plus 
haut  pour  les  molécules  à  la  siu'face  du  liquide,  et  ainsi  l'on  aura 

a  =r  W  -^  7^  COS7I  r-  > 

«-7:    .        X 

vT  = 7-  =-.Sin  7T  7-  ) 

V  =  \\  -  î-sniTiT-) 


a  {  X 


Ces  valeurs  démontrent   que  le  mouvement  en  direction  hori/ontale 
est  proportionnel  au  carré  de  la  hauteur  de  l'onde  sur  laquelle  se  trouve 
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la  molécule  coiisidon'c  :  on  clirection  verticale  il  est  sini|»!enieiit  pro- 
portionnel à  la  pi'(»inière  |)uissanee  de  cette  même  liaiileur. 

Les  vitesses  suivront  donc,  dans  un  certain  rappoi-t,  la  loi  de  \aria- 
liini  de  a. 

\i[).  On  pourrait  aussi  ohlenir  la  valeur  tle  a^  en  intéi^rant  l'éfpialiou 
(|ui  exprime  la  continuité  et  l'incompressibilité  du  liquide. 

Mais,  à  pari  les  difficultés  que  l'on  jjourrait  l'eucontrer  dans  l'opé- 
ration, il  faut  remarquer  cpie,  du  moment  qu'il  faut  renoncer  à  une  des 
équations  originaires  à  cause  de  la  nouvelle  relation  introduite  en  se 
donnant  les  expressions  de  Y  et  y,  il  est  |)référable  de  s'en  tenir  aux 
équations  du  mouvement  pour  calcider  la  valeur  de  ./,  parce  qu'elles 
la  donnent  en  rapport  avec  la  force  horizontale,  ce  qu'il  importe  pré- 
cisément d'obtenir. 

Dés  l<jrs,  récpiation  de  continuité  ne  se  lrou\era  plus  parfaitement 
satisfoite,  et  la  différentielle  du  volume  de  l'élément  par  rapport  au 
temps,  d'où  Ton  a  obtenu  cette;  écpiation,  fera  connaître  l'erreur  j)rf)- 
\(>nant  des  vahnu's  de  y  et  aux  obtenues  comme  il  a  été  dit  plus 
haut,  savoir  l'excès  ou  le  défaut  de  volume  (jue  l'élément  présente  en 
comjiaraison  du  \oliuiie  fpi'il  devrait  avoir  dans  chacpie  |)oint. 

I.e  coefficient  différentiel 


rlE 


d-x  dz         I  <l.r\     d' z         jv    i 


se  trouve  exprimé  au  moven  du  volume  absolu  dXdp. 

Comme  il  importe  que  ce  coefficient  soit  exprimé  par  rapport  au  vo- 
lume (avec  son  projire  signe)  cpie  l'élément  a  dans  la  posiiion  même 
ou  il  se  trouve,  il  suffira  de  multiplier  et  de  diviser  en  même  temps 
dX  dp  par  (--  </X  +  dx)  d'z. 

<  )u  obtient 

^X  dp^^^  'If^^  ^V  T^^-  ^^  +  dx\  d'z 
'   —  tl\    )-  d.L  d  z  d\  —  d.f  d' z 

^-^^^^l^-^dX  +  dx]d'z 
dX  —  rt,z-  dz    ,    ^ 

-j-  dp 
d/> 

=■■  —  4-   ^  dX.  +  dx  }  d'z , 
dz 
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:i2' 


d\ 


vu  observant  que  le  i-.ipport  -i-  est  très  appr'oximatixciiicnl  rgal  à 

rnnité. 

Par  i()ns(''(jiu'nl,  on  aura 


dE 
7lX 


dKv 
d)ï} 


—     I 


d.v  \    d'z     dp 
dX  I  dp  f/X  dz 


i-d^  +  dx  (l'z. 


Le  coefficient 


d., 


dXj  dpdX  dz 


d' z      dp 


indique  le  degré  de  grandeur  de  l'erreur,  et  offre  le  moyen  de  cal- 
culer de  combien  un  côté  de  l'élément  se  trouve  plus  allongé  on  plus 
raccourci  qu'il  ne  devrait  l'être  au  point  où  il  se  trouve,  quand  on 
donne  l'allongement  ou  le  raccourcissenieut  de  l'autre  côté. 

En  y    substituant  leurs  valeurs  à  chacune   des   cpianlités,   c'esl-a- 
dire 

dp 
1  —=— 
dp  "  da 


et 


on  obtient 


dz  ~ 

dp 

X 

COSTt  — 

d^z 

Tz    da      ■       X 
L  2dp            L 

dpdX  ~ 

d.r 

dX  ~ 

a-   T.- 

~  "4  P 

X 

cos;r  j-i 

dKr 
dX' 

-  '4  L= 

X 

sm;r  r-> 

7!     ,r' 


X 


et  puisque 


a'-  iz'-  X 

a'  TZ'    .        \         Tt  4L  L     .       X 

2  -7 I  —  COSTt  — 

aa  L 


a'  TZ    .       X 


dp 

I  — — 

'  da 


5W 

L      P'^ 


A^\ 
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on  aur;t 

.  \  T.  \ 

sia-Tt -; i-.rc()S7t-r 

.  r'  ^  J.         ]^  1 

&  =  —  .  ...r  -+   r 


AW  '  ■       '  L 

Pour  \  =  L  et  X  =  o,  on  a  â  =  o;  la  condition  de  eontimiilé  est 
lone  tonjours  parfaitement  satisfaite  sur  les  verticales  qui  passent  [)ar 
PS  points  les  |)lus  bas  et  par  le  sonuiiet  de  l'onde 

Pour  X=  -)  â  |)rend  la  valeur  niaxinia 


LP  '   /)      ï-  4-  AW 


"  =^  :i  F     1 


A  mesure  que  p  augmente,  cette  valeur  diminue,  et  d'autant  moins 
rapidement  que/j  est  plus  grand;  par  conséquent,  à  son  tour,  elle  a  un 
maximum  (jui  correspond  ap  =  o,  et  ilont  la  \  aleur  est 

y  A-^    TT^  7. 

c'est  la  limile  extrême  de  l'erreur. 

l'ouf/^  -  -  P,  la  valeur  de  â'  devrait  être  nulle,  parct^  que  là  la  liau- 
Iciir  de  l'onde  interne  est  égale  à  zéro;  au  contraire,  elle  devient 

-       AW 

0..  =    T- 


L  J.P  +  AW 

dette  diflérence,  (lui  proN  icnt  de  ce  fiu'on  a  ijosé— -r — '■ — ,    ^=  i,  lait  voir 
^      '  '  '         a\  —  (ij 

que  la  véritable  erreur  sera  encore  plus  faible  cpic  celle  que  l'on  a 

trouvée. 

Eu  égard  à  la  petitesse  de  A,  de  W  et  de  n  jmr  rapport  à  T.,  on  voit 
que  la  valeur  de  o'  sera  très  petite,  pour  peu  (pie  l'onde  atteigne  une 
i-ertaine  amplitude  2L;  elle  sera,  en  outre,  d'autant  jilus  petite,  que 
l'onde  se  développera  sur  d(\s  profondeurs  d  une  certaine  grandeur. 

Dans  le  cas  pariiciilitr  ([ui  sera  traité  dans  la  suite,  on  a 

Pour /j  z=  o S,  -  0,0878, 

Pour/)=  I'" S'    -  (),oo35, 
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o'ost-à-dire  déjà  moins  de  -^  àc  q\. 

Pour/)  =  P ^2  =  o.ooooi.'i. 

C.oiisitlérant  rii  oiiti'c  que  l'erreur  \arie  entre  zéro  et  le  inaxiniiun 
relatif  rî',  et  d'un  autre  côté  que  l'erreur  calculée  est  plus  grande 
que  l'erreur  réelle,  on  doit  conclure  cjue,  avec  les  valeurs  de  x  et  de  y 
qu'on  a  prises,  la  condition  de  continuité  est  suffisamment  bien  satis- 
faite pour  les  ondes  d'une  certaine  amplitude,  cpii  sont  |)réciséiuent 
celles  qui  intéressent  davantage  l'ingénieur. 

Et,  quand  même,  pour  les  petites  ondes,  le  coefficient  (?'  serait  plus 
élevé,  les  mouvements  des  molécules  sont  alors  si  faibles,  surtout  en 
direction  horizontale,  cju'au  point  de  vue  absolu,  dans  les  cas  ordi- 
naires de  la  pratique,  on  pourra  encore  conserver  les  mêmes  valeurs  de  >' 
et  de  X,  qui,  à  cause  de  cela,  peuvent  être  adoptées  dans  tous  les  cas. 

La  faiblesse  des  erreiu's  trouvées  en  adoptant  pour  l'onde  une  forme 
approximative  confirme  la  justesse  du  procédé  cju'on  a  suivi. 

30.  On  doit  remarquer  la  particularité  c|ue  l'ei-reur  tic  vohmie  des 
éléments  représentés  par  -p^  est  toujours  positive,  aussi  bien  dans  la 

période  montante  que,  dans  la  descendante,  comme  on  peut  facile- 
ment le  reconnaître,  en  observant  cpie,  pour  X  négatif,  les  deux  fac- 
teurs sinTT  Y  et  .r  du  coefficient  —  §  et  de  (—  d\  -h  ilr  ,  largeur  de  l'é- 
lément, changent  tous  les  deux  de  signe. 

Cela  indique  qu'avec  la  valeur  adoptée  de  y  et  avec  celle  de  ,r  que 
l'on  en  a  déduite,  chaque  élément  de  volume  absolu  [d'S. —  dv)d'z 
possède  à  chaque  instant  un  excès  de  volume  cjui  ne  devrait  pas  se 
présenter  si  la  condition  de  continuité  était  parfaitement  satisfaite. 

En  d'autres  termes,  afin  que  cette  condition  fût  toujoin-s  complè- 
tement satisfaite,  il  faudrait  en  chaque  point  raccourcir  l'un  ou  l'autre 
côté  de  l'élément,  ou  tous  les  deux  ensemble,  en  corrélation  avec 
l'excès  de  volume  qu'il  présente  à  ce  même  point;  ce  volume  se  ré- 
duit à  zéro  au  sommet  et  aux  points  les  plus  bas  de  l'onde,  el 
acquiert  une  valeur  maxima  au  milieu  de  la  demi-amplitude  de  l'onde. 

Ceci  posé,  il  est  à  remarquer  cpie,  si  l'on  réduisait  même  d'ime  ma- 
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iiière  scnsihlc.  il  aiiivs  la  iiirmi'  loi,  les  ordonnées  seules  des  ondes,  les 
\aleiirs  de  .r  (|iii'  I  on  ohlicndrMil  a\ee  les  nouvelles  conrhes  ne  diffc- 
reraicMit  pas  sensihlcMuent  deeelli's  tju'on  a  déjà  trouvées,  a  lien  du  f|ue  le 

S(>ul  fac  tein-  \aiial)le,    ^^  (jui  entre  dans  rexj)ression   de   l'aelion  du 

d(^plaeenienl  de  l'onde  \isible  en  direction  horizontale,  el  qui  axce  la 
sinusoïde  a  pour  valeur 

a  -    .        \ 
—  -  t-siut:  y. 

changerait  très  peu,  à  cause  de  la  j)elitesse  A\\  rapport  limite  y  • 

A  ' 

Suivant    les  observations  faites,  le  rapport  ^  descend  bien  souvent 

au-dessous  d(»  o,o4  ;  généralement  il  est  compris  entre  0,06  el  o,  1  i,  et 
1res  rarement  il  dé[)asse  cett<;  dernière  limite. 

Par  consé(|uent,  en  portant  les  réductions  sur  les  ordonnées,  les 
M'aies  courbes  des  ondes  devraient  être  jilus  déprimées  vers  le  milieu 
des  deux,  branches  que;  ne  le  sont  les  sinusoïdes. 

Cela  est  parfaitement  d'accord  avec  ce  que  l'on  observe  dans  la  Tia- 
tnre,  où  les  courbes  des  ondes  visibles  apparaissent  un  peu  plus  minces 
et  plus  aiguës  à  leur  sommet  et  plus  plates  dans  le  creux,  abstraction 
faite,  bien  entendu,  de  la  forme  plus  aiguë  cjue  les  ondes  présentent 
dans  des  circonstances  spéciales,  comme,  par  exemple,  quand  elles  se 
forment  sous  l'action  du  vent. 

D'après  cela,  si   l'on  représente  par  âi.  l'augmentation  de  longueur 

du  côté  f/'s  correspondant  à  l'augmentation  de  volume  ^  û?X  de  l'é- 
lément à  un  instant  domié,  la  somme  de  toutes  ces  augmentations  dk 
sur  une  xerticale  donnée  à  partir  du  fond  jusfju'à  l'onde  interne  cor- 
respondante à  la  ])rofondeur  p,  c'est-à-dire    /     d'h,  fera  coiniaître  en 

cha(pie  |)oint  de  combien  il  faut  raccourcir  l'ordonnée  tie  la  sinusoïde 
correspondante,  afin  d'avoir  la  courlje  de  Tonde  corrigée,  ou,  pour 
mieux  dire,  ])lus  approchée. 

La  nouvelle  ordonnée  s  aura  pour  valeur 
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lin  procédant  d'une  manière  analogue,  on  arrivera  à  rapproxiiiialion 
que  l'on  veut. 

Or,  par  ra])port  au  xolunie  ( —  d\  -\-  dv  d' :  de  l'élénu'iil  avec  son 
propre  signe,  on  a 


dV. 
dX 


=  ~â(—  dX.  +  dx\d'z, 


par  siule. 


dX  =  -  (î  d'z  = 


77x^  dp 


ii.i 


(■"il 


d'  z 


l\  I  dp  r/X 


OU  encore 


dl  =  ^ 


dp 


a-  -■'      (la  L 


dp 
da 


sni- 


/'  a^  t:-  X\  -n.    da     .        \ 

^,  +  __COS;i-)-  SUlTT-f- 


d  ou 


1 


v) 


r^  cosTT  T-  sinTT  ^  /     cr  da  -r  -^  sin?:  7-  /     da  H-  consi . , 


41 


puisque  à  p  correspond  o,  et  que  pourp  ^  P,  a  —  o. 

En  observant   en    outre  que.  pour /j  =  P,  ).  =  o.  on  aura  dérniiti- 
vement 


A'  -' .   X  r 


(P-/') 


aW  +  L  1:^ 

pi, 

i\V  4\V 

I.  1 


4W  +  L 


-#3     —.3 


— -+1  -;-+l  "  I 

— ïï h-^r»'^'"^, 

pL  J  ^ 


a'  -K'    .        X  X        HT..        X 

—  T-,  smn  -r  cosTir  H —  rSi'in-r  ■ 

12  L^  I.  L        2  L  I. 


A  X  =  L  et  X  =  o  correspond  toujours  ).  =  o. 
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L 


Dans  le  cas  de  X  = ->  auquel   correspond    l'augmentation  niaxima 

(lu   volume   des   éléments,'  et    par    conséquent    le    raccourcissement 
maximum  de  l'ordonnée  de  l'onde  sera 


-'=Ti7 


V-p) 


2L 

'îW-hL 
L 

2\V 

p  '■ 

P'.    _/,>- 

'iW-hL 


4  U  -| 

^^ï  M"  Ï4  L^  "*"  2  L' 


A  la  surface  du  licpiide  pour  laquelle  /j  =  o  et  a  =  A;  on  aura 


'^'   ^    T    L'  V       ~    2  VV  -H  I.    "•"     i  VV  +  1 J    "^    2.',    \J    "•"    2 


A   t: 


En  faisant  l'application  de  cette  formule  au  cas  numérique  traité  plus 
loin,  on  obtient 

X;  =  o'",45i, 

et,  par  suite,  l'ordonnée  du  milieu  des  branches  de  l'onde  visible  qui, 
avec  la  sinusoïde,  était  de  4'".ooo  avec  la  courbe  corrigée,  devient  de 

■V",j/)(). 

ôl .   En  substituant  y' +  -  à  j  dans  les  expressions 


a'  T.    .        \ 
X  = J-  sm  -  Y-  ' 

J=i^(,  +COS7T^), 


l'est-à-dire   en  élevant  de   la  quantité  -  l'origine  des  coordonnées,  on 
obtient 


ifilJ 


fi--  T.-a' 


■cpiation  ({ni  montre  (jue,  en  adoptant  les  siinisoides  |)our  courbes  des 


pr()pa(;aii()n   vkuticale  ui-s  ondks.  !i33 

ondes,  les  trajectoires  des  molécules  sont  des  ellipses  ayant 

1      I      ■               ■    1  « 

Le  uenn-iixe  vertical -=  -  , 

,,.,.,,  r.  a-        b 

Le  demi-axe  liorizoïilal ^--^=:-, 

4    L  9. 

è  dénotant  l'axe  horizontal. 

La  valeur  des  axes  de  ces  orbites  s'obtient  également  à  l'aide  des 
expressions  de  x  et  de  y,  dans  lesquelles  on  fait  respectivement 

■.   X=  -     et     X  =  o. 

52.   Si   l'on  représente   par  y  la  profondeur  rapportée  au  niveau 

moyen  de  la  surfoce  du  liquide,  savoir  à  la  surface  du  liquide  en  repos, 

on  aura 

A 

et,  par  rapport  à  ce  niveau,  la  profondeur  à  laquelle  se  trouve 

L'extrémité  inférieure  des  orbites  est.  .  .      <l  ^^ P  -\ ' 

A  —  a 

I.,eur  centre (i  z^  p  -\ , 

2 

Et  leur  sommet :  .  .■ «"=  »  -t-  ■ a. 

La  vitesse  horizontale  maxima  a  lieu  : 

A  la  profondeur  q,  à  l'abscisse  X  =  L,  où  elle  a  pour  valeur 

"•=-WtO' 

V  la  ])rofondetn-  y",  à  l'absci.sse  X  =  o,  avec  une  valein- 

-.-  a-  tJ'- 
M.,  =  + W^  j-,, 

c'est-à-dire  égal(>  et  en  sens  contraire  à  celle  qui  correspond  à  la  pro- 
fondeur q. 
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La  vitesse  verticale  est  maxinia  ;i  la  proloiuk'ur  q' .  et  a  pour  Nalciir, 


et 


+  W-  r     à  l'abscisse     X  =  -. 

9.    \.  ■>. 


W'-'  ~     ;'i  l'abscisse     X  = 


L 

—  1 

2 


c'est-à-dire  égale  et  en  sens  opposé  à  celle  rpii  correspond  à  l'abscisse 


53.   En  résumé,  on  tire  les  conchisioiis  sunantes  :   , 

i"  Ia's  ondes  visibles  d'une  masse  liquide  y  dclcrniineiit  des  ondes  iii- 
leriies  d'une  hauteur  de  plus  en  plus  petite  à  partir  de  la  surface  Jusqu'au 
fond,  toutes  de  la  même  amplitude  et  d'une  certaine  ressemblance  entre 
elles. 

■a"  Les  molécules  ont  un  momement  périodique  et  décrii'ent  des  orbites 
ilonl  le  iirand  axe  est  vertical. 

')"  Les  ondes  internes  et  l'onde  visible,  ainsi  que  les  orbites  des  molé- 
(ules  situées  sur  la  même  verticale  dans  le  liquide  en  repos,  sont  toutes 
des  courbes  synchrones  et  isochrones. 

Si  l'on  admet  que  les  coin-bes  des  ondes  internes  et  de  l'onde  visible' 
soient  des  sinusoïdes  simples  de  i'é([uation 

y  =  -     I  +COS7T  .-  b 

la  bauteur  des  ondes  internes  est 


L 


a  =  A 
La  vitesse  des  molécules,  à  un  instant  déterminé  l 


L  — X 


W 


-,  est 


En  direction  liorlzontale. 
En  direction  verticale.  . 


„.«"  tt'  X 

rt    t:    .        X 
1'=^  \\  -  ^sin-  —  • 
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Los  orbites  soiil  des  ellipses  rejM'ésentées  |)ar  recinaliDU 


.,  V  ■  H 5— r  X-  =  I  , 

a-"  7t-a* 


rapportées  à  leur  rentre. 

Les  courbes  des  ondes,   api'ès  une   |)reiniére  correction,  oui    poui' 
équation 


a  f  \  ^  A'    Tt»     .  \ 

2  \  L  /  4    L^  L 


P   -y.)- 


2L  pL   "^   _/,    L  +  L  P   '■  ^  /<" 


4W 

I 

>    L 

^    t: 

\ 

I. 

SUl 

'T/ 

aW  +  L  i«;  '    4WH-L 

a'  Tt'    .        X         «'  7:3    .        \  X         a 

— r  r^sin;: , j-r,  suit:  t-cost:  v 


34.   De  ces  conclusions  découlent  les  corollaires  suivants  : 

La  vitesse  est  dirigée  : 

Horizontalement  dans  le  sens  d(î  la  marclie  des  ondes  dans  le 
deuxième  et  le  troisième  intervalle,  et  en  sens  contraire  dans  1<' premier 
el  le  quatrième; 

Verticalement,  elle  est  dirigée  de  bas  en  liant  dans  la  période  mon- 
tante, et  de  haut  en  bas  dans  la  période  descendante. 

Les  vitesses,  dans  les  deux  directions  horizontale  et  verticale,  ont 
respectivement  deux  maxima  égaux  et  en  sens  opposés;  ceux  en  tlirec- 
tion  horizontale  se  trouvent  à  des  profondeurs  différentes. 

A  la  vitesse  maxima  dans  une  direction  correspond  luje  vitesse 
nulle  et  un  déplacement  niaxinnnn  dans  Tantre. 

La  vitesse  a  une  valeur  maxima  :  ■  •         ' 

Kn  direction  horizontale,  sur  les  \erticales  cpii  passent  par  le  sommcl 
et  par  les  points  les  pins  bas  de  l'onde; 

En  direction  verticale,  sur  les  vei'ticales  qui  passent  parle  milieu  des 
demi-anqjlilndes  de  l'onde. 

Les  vitesses  et  les  déplacements  maxima  des  molécules  sont  et 
correspondent  respectivement  aux  profondeurs  et  aux  abscisses  sui- 


;^36  '  COUNAGLIA.  ♦ 

vantes  :         ■ 

X=       L,      q^p+-,  «,  =-W-^p,       Xi  =-2' 

X=      o,     q"=p-^' a,     ?<o  =  +W—  j-T'      Vo^H — ' 

L  ,  A  —  a  .„  a     Tz  a-  tz 

2  ^  2  "  2      lj  .1     L, 

5'>.  Comnu'  on  le  voit,  le  mouvement  des  molécules  est  orbitaire, 
ainsi  que  l'a  pressenti  Newton,  en  disant  qu'il  avait  lieu  pcr  circuhim  : 
bien  entenilu,  le  grand  géomètre  n'a  jamais  voulu  dire  par  là  que 
les  trajectoires  des  molécules  fussent  des  cercles  parfaits,  mais  simple- 
ment que  les  molécules  retournaient  périodiquement  à  la  même  po- 
sition, sans  cpioi  il  v  aurait  transport  de  liquide  dans  le  sens  de  la 
marche  des  ondes,  ce  qui  est  contraire  aux  faits  observés. 

Par  un  procédé  graphique  et  en  partant  de  considérations  pin-ement 
géométriques  d'invariabdité  du  volume  de  la  masse  liquide  agitée  par 
des  ondes,  le  colonel  Emy  en  a  décrit,  comme  on  l'a  vu,  le  mouve 
ment. 

Ses  appréciations  étaient  justes  cpiant  à  la  nature  du  mouvement, 
mais  naturellement  le  procédé  qu'il  a  suivi  ne  lui  a  pas  permis  de  le 
mesurer,  et  ne  devait  donner  autre  chose  qu'une  idée  générique  du 
mode  suivant  lequel  le  phénomène  devait  s'accomplir. 

50.  Voulant  passer  à  quelque  application  pratique,  on  doit  noter 
d'abord  qu'on  n'a  pas  d'observations  complètes  d'ondes  dans  la  Mé- 
diteiranée. 

Parmi  celles  qui  furent  mesurées  dans  les  autres  mers,  on  choisira 
celle  qui  a  été  relevée  par  Scoresby  sur  l'Atlantique  du  Nord,  pour 
laquelle 

A=8'",oo,     L=  ^,     W=i/|"',G. 
(lu  choisit  cette  onde  de  préférence  à  d'autres,  d'abord  parce  que. 


PROPAGATION     VERTICALE    DES    OM)ES.  Vi"] 

indt'pendamment  tlu  grand   soin  de  l'observateur,  c'est  (elle  <]ui  se 
rapinoche  davantage  des  plus  grandes  de  la  Méditerranée,  et  cnsiiile 

parce  que  le  rapport  —=^  =  i,  r  2  s'approche,  sans  le  dépasser,  du  eoel- 

V  -'  

ficient  limite  1,2')  donné  par  la  (ormule  d'Airy,  ^^    —  i,2'")v/2J.,  dans 

le  cas  de  très  grand(>s  profondeurs. 

La  profondeur  de  l'Atlantique  du  Nord,  sur  lapins  grande  partie  de 
la  ligne  entre  Liverpool  et  Boston,  le  long  de  hupielh"  Scoresby  lit  ses 
observations,  peut  être  évalu'ée à  2000  brasses  anglaises  environ,  eonmie 
on  le  relève  sur  la  Corte  de  la  Géographie  p/iysK/ue  de  hi  Dur.  pai- 
Maury;  on  peut  donc  adopter  approximativement  1'  :=  36oo'". 

Avec  ces  données,  on  obtient  les  résultats  du  Tableau  suivant;  avec 

l'ig.  3. 


les  valeurs  de  a  et  de  p  données  dans  ce  Tableau,  on  a  construit  la 
courbe  représentée y?^.  3. 

L'inspection  de  ce  Tableau  et  de  cette  courbe  démontre,  ce  qui  du 
i-este  était  déjà  apparu  par  l'examen  de  l'expression  de  a,  que  l'agi- 
tation prodm'te  par  le  mouvement  des  ondes  dimiiuie  bien  consi- 
dérablement d'énergie  à  peu  de  distance  au-dessous  de  la  surface  du 
liquide,  mais  qu'elle  s'étend  à  de  très  grandes  profondeurs,  s'il  y  en  a. 

Port-Maurice,  i6  novemhre  iS-jg. 
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Recherches  sur   la  théorie  mathématique  de    la   capillarité 


Pau  m.  h.  KESAL. 


I .  On  s'occupe  yen  actuellement  de  la  théorie  mathématique  de  la 
capillarité.  Fondée  réellement  par  Laplace  et  développée  par  Poisson, 
dont  l'Ouvrage,  publié  en  i83i,  est  ini  véritable  moniunent. 

La  lecture  delà  nouvelle  théorie  de  l'action  caj)illaire  de  Poisson  est 
pénible;  on  ne  retrouve  pas  dans  ce  travail  la  régularité  didactique  et 
la  coordination  remarquable  qui  caractérisent  les  autres  publications 
de  l'illustre  géomètre  (').  Il  établit  d'ailleurs  l'équation  de  la  surface 
capillaire  et  la  constance  de  l'angle  que  forme  cette  surface  avec  une 
paroi  d'une  nature  donnée  d'une  manière  telle,  que  l'étude  de  sa 
solution  de  ce  double  prolilème  exige  un  travail  considérable.  Enfin, 
lorsqu'il  traite  les  questions  soulevées  par  les  physiciens  de  son  époque, 
parmi  lesquels  Gay-Lussac  joue  le  premier  rôle,  il  emploie  constam- 
ment les  mêmes  variables,  au  lieu  d'ap[)roprier  le  choix  des  variables  à 
la  nature  de  chaque  problème,  en  vue  d'arriver  plus  rapidement  et 
plus  nettement  à  la  solution. 

Depuis  i83i,  le  domaine  physique  de  la  capillarité  s'est  considéra- 
blement agrandi.  Les  travaux  de  M.  Plateau  sin-  la  fornîe  naturelle  des 


(')  Ce  qui  tendrait  à  faire  supposer  que  l'ouvrage  dont  il  s'agit  est  la  rrunioi 
de  Mémoires  successifs  sans  que  l'auteur  ail  eu  d'avanre  un  plan  bicji   ai  lèlr 
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liquides  et  des  bulles  creuses  de  liquides  visqueux,  les  expériences  de 
M.  Boutigny  sur  les  globules  lifjuides  formés  sur  des  plaques  portées  à 
une  température  ti'lle  que  le  contact  n'ait  pas  lieu,  etc.,  font  époque 
dans  l'histoire  de  la  Physique. 

Il  m'a  semblé  qu'il  ne  serait  pas  sans  intérêt  de  mettre  la  théorie  des 
phénomènes  capillaires  au  courant  des  progrès  réalisés,  en  la  rendant, 
\y.iv  sa  simplicité,  très  accessible  aux  jeunes  géomètres,  et  c'est  à  ce 
point  de  vue  que  je  vais  me  placer. 

I.  —  Formules  fondamenlnles . 

2.   l'orme  de  la  surface  capillaire.  —  Soient  [Jig-  i) 

AmB  une  section  normale  faite  en  un  point  m,  dont  la  masse  est  repré- 
sentée par  la  même  lettre,  de  la  surface  de  séparation  de  deux 
fluides  (L,)  et  (L),  la  concavité  étant  tournée  vers  (L,); 

ah  la  trace  du  plan  tangent  en  m  ; 

Il , .  n  les  poids  spécifiques  des  deux  fluides. 

Nous  ne  considérerons  que  le  cas  où  les  forces  extérieures  agissant 


sur  chaque  point  m  de  (L)  et  (L,)  dérivent  d'un  potentiel  m^,  -î  étant 
une  fonction  des  coordonnées  de  ce  point. 

Le  point  m  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  extérieures  et  des 
actions  cpi'il  reçoit  des  molécules  de  (L,  )  et  (L). 

On  |)eut  considérer  la  résultante  des  actions  moléculaires  de  (L,) 
sur  m  comme  étant  due  à  celle  Q,  de  ce  fluide,  dans  l'hypothèse  où  ab 
serait  la  surface  de  séparation,  et  à  la  résultante  prise  en  sens  con- 
traire —  Q',  des  actions  provenant  des  molécules  du  ménisque. 

Si  nous  désignons  pour  (Jj)  par  Q  et  Q'  les  équivalents  de  Q,  etQ',, 
l'action  exercée  par  ce  fluide  sur  m  sera  de  même  la  résultante  de  Q 
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et  Q';  (le  sorle  que  les  forées  O,  Q',  (),,  —  Q\  et  les  forces  extérieures 
doivent  se  faire  éfjuilibre  sur  le  point  m. 

Nous  supposerons,  avec  I^aplace,  Gauss  et  Lamé,  (|ue(L),  (T>|  )  sont 
homogèaes  dans  toute  leur  masse,  tandis  (|ue,  par  des  considérations 
très  contestables.  Poisson  est  conduit  à  admettre  que  la  densité  des 
deux  fluides  subit  une  altération  dans  le  voisinage  de  la  surface;  de 
séparation.  Les  forces  Q  et  Q,  seront  ainsi  considérées  comme  nor- 
males à  A.mB. 

Il  faut  donc,  pour  l'équilibre,  que  la  résultante  de  Q',  —  Q', 
et  de  la  force  e\térieiu'e  agissant  sur  m  soit  aussi  normale  à  la  surlace, 
ou  que  le  travail  élémentaire  de  ces  trois  forces  soit  nul  |)our  un  dé|)la- 
cement  de  m  sur  cette  surface  ou  encore  que  la  somme  de  ml  et  du  po- 
tentiel des  actions  du  ménisque  de  (I^)  sur  m  et  de  Celles  du  ménisque' 
de  (L,)  prises  en  sens  contraire  soit  constante  pour  tout  point  de  la 
surface. 

Le  potentiel  de  l'action  de  la  molécule  m'  du  ménisque  de  (T.)  sur  m 
est  de  la  forme  rnm'/{r),/{r)  étant  une  certaine  fonction  de  la  distance 
r  de  ces  deux  molécules. 

Considérons  un  élément  de  volume  de  ce  ménisque,  limité  par  deux 
plans  normaux  eu  m  faisant  entre  eux  un  angle  inlhiiment  petit  dO  et 
par  deux  cylindres  concentriques  ;  soient  c,  d  les  intersections  avec  ah 
et  c' ,  d'  les  intersections  avec  AB  des  génératrices  de  ces  cylindres  com- 
prises dans  le  plan  de  la  figure  et  situées  d'un  même  cùlé  de  m.  Si 
l'on  remarque  que  le  ravon  7  de  la  spbére  d'activité  est  extrêmement 
petit,  on  peut  supposer  r=  me,  et  par  suite  cd  =^  dr:  le  potentiel  dû  à 
l'action  de  la  masse  déterminée  par  l'élément  de  volume  est,  par  suite. 

m-/{r)cc'rd$  dr, 

o 

et,  pour  toute  la  portion  du  ménisque  limitée  par  les  deux  plans  nor- 
maux, 

n       /■  ^        — 
m-  dû  j    /[ r)  cc'r dr. 

Mais  comme,  en  appelant  t  le  rayon  de  courbure  de  l'une  des  sections 
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loi'iiialcs,  on  a 


— ;        '•■' 
ce  =  —  : 

■il 


l'expression  ci-dessus  devient 

m /     / ( /■  )  r  ar  =  m~ k, 

en  posant 

n—  f  f{r)r-dr  =  k, 

/■  étant  une  constante  spécifique.  . 

Soient  R,  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  en  m  de  la  surface; 
l'angle  0  étant  censé  mesuré  à  partir  de  la  trace  sur  le  plan  tangent  du 
plan  normal  correspondant  au  preniit  r  de  ces  ravons,  on  a 

I  cos-0         sin^9 


^^"11       '       R'   ' 
et  le  potentiel  pour  tout  le  ménisque  est 

/,     /•'"  /cos'O         siii^OX  /  ,  1  \ 


m  _ 

'o 


I.e  potentiel  du  ménisque  de  (L,)  pourra  se  représenter  de  la  même 
manière  par 


mk^  (  j^  +  ^ 


Si  donc  on  appelle  mC  une  constante,  nous  aurons 


mk  (  TT  -f-  ÏT7  )  —  rnk^  (  iT  "*"  îT^  )  "+"  "^"^  "^  "^^  ~  "• 


d'où 

en  posant 


'^(R  +  tT)  =  |('*  +  C)' 
-ik-kA^  K. 


L'équation  ci-dessus  est  celle  de  la  surface  AmB  ou  de  ce  que  l'on 
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)|)<'ll('  la  siir/(icc  capilldirc.  Vu  la  mettant  sous  la  loinic 


Il  .       ,,  /  I  1  \ 


on  rcconnait  sans  peine  que  l'infliieiire  du  inénis(|iie  se  Iracliiit  par  une 
(liniiiiulion  de  pression  positive  on  négative  au  |)oinl  m  de  la  snilaec, 
représentée  par 

En  attribuant  des  signes  à  R  et  ]{'  en  raison  du  sens  de  la  eoinhiire 
de  l'une  et  de  l'autre  des  sections  normales,  r((piati()n  île  la  siii  (ace 
p(Hit  se  mettre  sous  la  forme  sui\ante, 

/j.  étant  une  constante  positive  dépendant  de  la  nature  de  (L)  et  (L,), 
que  rex|iéricnce  seule  peut  faire  connaître,  et  G  une  constante  arbi- 
traire dont  on  tlolerminera  la  valeur  dans  cbaque  problème  par  les  con- 
ditions aux  limites. 

Dans  le   cas  où  la  force  extérieure  est  la  pesanteur,  l'équation  (i) 

1  A'  1 

(Imient,  en  posant  —  =       , 

'  ;j:         a- 

I  I  (  r  -H  À  I 

^'  R  +  iY'  =  ^^^' 

l'étant  la  distance  du  ])oint  m  à  lui  |)lan  lioiizontal  ditermine,  et  /  une 
constante  remplaçant  (1  .  . 

5.  Influence  d'une  paroi  sur  la  surface  de  contacl.  —  Prenons  pour 
plan  de  la  ligure  le  plan  normal  au  [)oint  ///  tie  I  intersection  de  la 
paroi  et  de  la  surface. 

Soient 

mil,  aa^  ifl'ff-  ^^  '^^^  tangentes  en  m  aux  deux  sections  faites  i-especti- 

vemeut  dans  ces  deux  surfaces  par  le  plan  de  la  figure  ; 
i  l'inclinaison  de  mn  suv  ma  dans  (L); 
m.r  la  normale  à  la  paroi,  dont  la  substance  est  censée  homogène. 

Jouni.  ih-  Maih.  iy  st'Hc),  tiime  Vil.         OtTuiuii;    1881.  ^^ 
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Si  la  paroi  était  un  plan  imlcTiiii,  sdii  action //?.  N  sur /// serait  dirigée 
suivant  Oa*,  et  N  serait  une  conslanle. 

(}u<'ll(^  (|ne  soi!  la  l'orme  de  la  pai'oi,  ou  |)eul  éj^alenienl  considérer  N 

l-ili.    !.. 


IL,I 


counne  constant,  car  il  est  clair  c[ue  les  actions  sur  m  exercées  ])ai'  l(^s 
molécules  du  ménisque  de  la  paroi  ne  peuvent  donner,  suivant  O.i-, 
(pie  des  composantes  de  l'ordre  de  quantités  que  l'on  peut  négliger. 

Nous  négligerons  également  l'influenco  des  méniscpies  de  (T>)  et  (L,), 
qui  est  relativement  faible,  dans  la  détermination  de  la  composante 
suivant  m.r  de  l'action  qu'exercent  les  deux  fluides  sur  m. 

Soient  mm'f[r)  l'action  exercée  par  une  molécule  m!  de  (L)  sur  m, 
r  étant  la  distance  des  deux  molécules. 

Concevons  dans  (L)  un  cùne  ayant  m  pour  sommet,  d'une  ouverture 
infiniment  petite  d'à,  dont  les  génératrices  fassent  à  un  infiniment  petit 

près  l'angle  a.  avec  mn .  ^A\  masse  élémentaire  -  r-  du)  dr  de  ce  cône  donne 

fi 

sui\ant  mx  la  composante 

ni  -  r'- d'.i  dr J{  r)  cosa, 

et  l'on  a  pour  tout  le  cùne 

m  --  d',>  cos  y.  1    f[  r)  r^  dr  —  rnq  do)  cos  x , 

q  étant  une  constante  déj)cndant  de  la  nature  de  (^L). 

Il  vient,  par  suite,  pour  la  composante  normale  totale  due  à  l'action 
de  ce  fluide, 

mq  fcosy.dfj), 

l'intégrale  se  rapportant  au  fuseau  sphéricpie  de  centre  rn  d'un  ravon 
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('gai  à  ruiiilô,  liiiiilc  |)ai-  les  plans  mn,  m<(  ;  mais  coltc  iiilogralc  n'est 
antiT  chose  que  la  |)r()j('cli()n  tlii  (iiscan  sur  un  plan  piTpendiculaire  à 

w.r.  c'est-à-dire ^cos«.  L'expression' ci-dessus  (le\icnt  donc 


""7^(' 


COSÎ 


En  appelant  (jr,  l'écpiivalcnl  de  y  pour(f.>|),  ce  fluide  donne  de  nièin(! 
la  composante  normale 

mq-{\  -+-  cosi). 

On  a  donc,  en  Faisant  abstraction  des  forces  extérieures,  dont  l'in- 
fluence est  relativement  très  failjle, 

mN  -f-  mq-[\  —  cosi)  -f-  mq^  - 1  i  -!-  cos/  )  =  o, 
d'où 

cos?  = -' -^—  . 

et  l'angle  /  est  ainsi  constant.  * 

4.   Rappel  des  résultats  de  l'expérience.  —  Dans  tout  ce  qui  suit,  nous 
prendrons  le  millimètre  pour  unité  linéaire. 
D'après  l'expérience,  on  a 

a.  aa'. 

mm 

I '<! Il r  l'eau a,8a(j  i3,58()i 

Pour  uue  dissolution  saUuée  île  sel  marin.  .  .  .  :),5(>()  i3,2o 

Four  l'acide  azoli(|ue ■?,366  1  i ,  20 

l'oui-  l'acide  cldorliydrique 2,291  10, 5o 

Pour  le  mercure 1  ,81  1  6,52.8 

Pour  l'alcool i  ,782  6,00 

l'our  i'iiuile  de  la\ande i  ,6g3  fjjGo 

Si  nous  désignons  par  a  l'angle  aigu  de  raccordement  que  forme  un 
liquide  avec  une  paroi,  on  a 

Pour  le  verre  ordinaire  et  le  mercure  (surface  convexe  1 45. 3o 

Pour  le  verre  privé  d'air  et  le  mercure                      »                55. 00 

Pour  l'acier  et  l'alcool                                                »              90.00 

Pour  le  verre  et  l'eau  (surlace  concave  ) 0.00 


Hi8 


liKSAI, 


Nous  (liions  (|ii'iiii  li(|iiiil('  mouille  ou  ne  mouille  pas  uni'  |)ar()i, 
scion  (|U('  sa  surface  sera  concaxeou  convexe  dans  la  région  du  contact 
avec  la  paroi. 


5;   11.    -  l'hénonicnes  capillaires  relatifs  aux  liquides  pesants. 


,'>.  l-'orme  (juc prend  la  surface  d'un  liquide  au  contact  d'une  lame  ver- 
ticale.— Nous  supposerons  que  la  lame  esL  suftisanunent  longue,  dans 
le  sens  horizontal,  pour  que  ses  exirémités  n'influent  pas  d'une  ma- 
nière sensiMe  sur  la  forme  de  la  partie  moyenne  de  la  sm-face  (pie  l'on 
peut  dès  lors  regarder  comme  cylindrique.  ' 

T.e  tout  se  réduit  donc  à  considérer  une  section  faite  dans  la  surface 
par  un  plan  perpendiculaire  à  l'intc^rsection  de  la  lame  avec  le  niv<\ui 
stati(pie  du  liquide. 

Dans  ce  (pii  suit,  nous  supposerons  que  la  surface  est  convexe;  les 

Fig.    i- 


formules  obleiiues  s'appliqueront  à  la  concavité  en  cliangeanl  le  s(>ns 
posilil  de  l'axe  des  y. 
Soient  [fig.  3) 

Or  et  ()>'  l'horizontale  et  la   verticale  du  point  d'intersection  ()  de  la 

lame  et  du  ni\('au  ; 
X,  Y  les  coordonnées  d'un  point  (pielcoiupie  m  de  la  courhe; 


riiiior.ii.   M  \riii;iM  A  1  i(.)iii:   i>i:    i.\   r  vpii  i,\iirii;,  ']]() 

o  l'aiiglc  ([lie  loinic  la  laiij^ciitc  en  et'  poiul  avccOa"; 

<i  l'intersection  (le  la  courl»'  a\('c  ()j; 

v  l'are  am  ; 

a  l'aiiiile  de  raceordement  en  a. 

(  )n  a  évidemment 

rfr  =       dssm'ii,     d.r  =  —  ds  cos'i^,     7-  =  v- 

On  doit  snpposer,  dans  la  formule  1^2),  R'=  oc  et,  en  raison  de  lin- 
terprétation  donnée  à  la  courbure  à  la  surface,  ).  :=o,  d'oii  snecessi- 
vement 

rftf  .V 

(/s        a- 

fPo  sin  o 

ds-  a- 

I    d'il-  I  , 

-  V;  =  —  I  4-  coso  :, 

i  ds-         a-^ 

en  remarquant  que  -r-  est  nul  avec  j,  c'est-à-dire  pour  ç;  =  iHo".  On 

tire  de  là 

a    do 


ds 


2        o 
cos- 


dy  ^  —  a  sin  -</y, 


et,  eonnne  y  est  nul  pour  y  =  1  <So",  il  vient 


[a]  y  =  2acos-- 

'2 

Nous  avons  maintenant 


1     a  cos'-p  d'à 


—  al  cos \  d^, 

cos  -  \  2  COS  -    / 

2  \  a/ 


coiist. 
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Mais  ou  iloil  avoir  j-  =  o  pour  ç;  =  y,  t-l  par  suite 


[ 


a  I 

I    )    liiiiii  -        I  —  liiiip;  -, 

'I 


'> ;       .r  .    «      2  (  siu  \  -  siu  J  j  4-  logl ^  X 


■   4  '4, 


Comme  .r  est  infini  pour  ip  =  i8o",  on  voit  qu'au  point  de  vue  gA)- 
méti'i(|ne  11  courbe  est  asvmptotique  au  niveau;  cette  courbe  est  d'ail- 
leurs coiuplèteinent  dé/inic*  par  les  équations  [a]  et(^). 

Si  nous  désignons  par  >'o  l'abaissement  du  liquide  an  contact  de  la 

lariic,  nous  axons 

i 

(c)  Vo  =  ia  ces-, 

soit  r„=  '^""".22  pour  le  mercure  et  une  lame  de  verre. 
1,'élévation  de  l'eau  au  contact  d'une  lame  de  verre  est 


(>.   Forme  de  la  surface  d'un  liquide  entre  deuv  lames  verticales  paral- 
Irles,  dont  l'une  est  mouillée  et  l'autre  non  mouillée  par  le  liquide. 
Soient  i/ig-  4) 

.r.v'  le  profd  du  niveau  ; 

^/O^'celui  de  la  surfacedu  liijuide  entre  les  tieiix  lames,  la  partie  Or/ de 

ce  profil  correspondant  à  la  direction  de  Ox  .se  trouvant  au-ilessus 

du  niveau  ; 
())',  Oy  les  portions  de  la  verticale  du  point  ()  situées  respectivement 

au-dessus  et  au-dessous  du  niveau. 

Nous  rapporterons  respectivement  les  courbes  Oa,  Oa'  aux  axes  ())', 
O.r  et  Oj',  O.i',  en  conservant  les  notations  du  numéro  |)récédent. 

Nous  avons,  pour  ()c7, 

dy  .  (le 

-y-  =  sins,     — ,-  =  cosc 

as  '         (Is  ' 

et 

.,     s  do  r 

'  cl  s         a- 


(I  ou 


{b) 


riirOIUF     M  ATIIlOiMATlOUIC    I)IC    I.A     CA  PI  M,  ARITK. 
d'^o         siiio 


Vn 


ds-  a- 

'  ^  —  _ 


cosa 

— -^  +  coiist. 


Si  nous  (lésif^iious  par 'j3„  la  valeur  de  o  coi-rcspoiulanl  au  |)oinl  (), 

l'if!-    I- 


r/o 


comme,  d'après  la  formule  (a),  ou  a  -^  =  o  pour  j  =  o,  la  fornuile    h 
se  réduit  à 


trou 


ou 


et 


y  2  y,'cosœ|,  —  coso 
,  a  coscocfœ 

y  2  ycosço  —  cos» 

y 2  ycostpo — ^coss 


X  = 


COS  tp  rflp 


cos(B„  —  COS  a 


V  t:os(B„ 


c)    / 


=:-^(   COSy„      / 


do 


y/coscfo 


/      VCOS(po  —   COS'^  (h  ), 


y^  ay/'j  y/cosijj, —  cosy . 
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Soil  X,  la  distance  dn  [xiiiit  O  a   la  laiiu' considérée  ;  nous  aurons 
if]   .r,  =    l(rosc;„    /  -^^=^ ^  —    /  v'cos?„  —  cos-fc^y  )  . 

\'2    \  '       ,/„,,  \  (-OS'i,,— COS!i  ./^^^  / 

l'.ii  accentuant  les  lettres  a,  .r,  cl   c<  pour  Taulre  lame,  nous  nnons 
(le  même 

,  =  -^  I  cosœ,,    /  ^° --  —    /  V  t'osç,,  —  cosçp  (/(p  1 

V'a   \        '     J^  ^  costp,,— coso        J  / 


a;.  = 


Enfui,  si  nous  désignons  par  2c  la  distance  .r, -t- .r,  des  (\i'u\  lames, 
l'angle  f^  sera  drterminé  par  i'equalion 

'  -a  -     T  \ 

I  (I  \  coso,,    /         — ' /  y/cos-p,,  —  cosç/  r/ip  ) 

'        \  '     ■%„  \  COSÇo  — cosa.  ,7^^^  '  '         / 

i  /  n      ,  II      .  \ 

f       +  a  l  cos'^i,    /  ' /  y  cos'Jo  —  cosa^  f/'^  J  =  2<'\ 

'  \  ./,„         vcos'fo— cosç        ,7^^  '/ 

qui  dépend  généralement  de  s  fonctions  ellipticpies,  et  dont  la  solution 
ne  peut  se  trouver  que  dans  chaque  cas  particulier. 

Supposons  que  les  deux  liquides  soient  l'eau  et  le  mercure  et  (pie 
les  deux   lames   soient  en  verre;   nous  aurons  a  =  o  et,   à   3o'  prés, 

c/.'  =  -■,  d'où 


— ^r—    2lostan"-r  ■+■  I  cos -j.  loglans^ i  cos  — 

.  ,  .j        \  I  ■'■  oc    .)  .,    I 

<   (       r     'h         r"  I /  \ 

-  I , <s  1  I  (  cosOg   /        ,  —    /      y.  •^S'i/g  —  cosc;  (h  \=  y.c^-Ji, 

ccpiation  dont  il  nous  |)arailrait  superflu  de  faire  des  applications  nu- 
mériques. 
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7.  Forme  d'un  liquide  entre  deux  lames  parallèles  de  même  nature.  — 
Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  point  maximum  ()  du  prolil 
de  la  surface,  et  soient  0,r  la  tangente  en  ce  |)oint  et  Oy  la  verticale 


Fii;.  5. 


/' 


du  même  point.  Conservons  d'ailleurs  les  notations  précédentes.  L'é- 
quation (2)  nous  donne 

X  désignant  ici  la  hauteur  du  point  O  en  contre-bas  du  niveau. 
On  déduit  de  là 

-yv  =  —  SUIO, 
ds-         a- 

2  as-        (i-^  '  ' 


C  étant  une  constante  au  moyen  de  laquelle  X  s'exprimera,  en  remar- 
quant que  les  formules  (a),  [h)  doivent  donner  la  même  valeur  pour 


d'o 


—■,  en  y  supposant  j  =  o  et  (p  =  o,  d'où 


ds 


(c)  X  =  a\/2(C—  i). 

Journ.  de  Math.  (3"  série),  t.  Vil.  —  Octobre  1S81. 


45 


354  H.     RKSAL. 

De  l'équation  [b]  on  déduit  successivement 


ds=^ 


a  d<f 


\/2    \/C  —  COS-f 

fly—  —      sîntpf/<p 


^^2    ^C  —  COS  'f 


\/2   \/G  — COS'f 


X  ■■ 


^o.r;^^^.r^'-^^°.^^^'0' 


et  X  s'exprime  au  moyen  de  fonctions  elliptiques.  Si  2  e  désigne  la  lar- 
geur des  lames,  on  a,  pour  déterminer  C  et  par  suite  1,  l'équation 

que  l'on  ne  pourra  résoudre  que  par  tâtonnements. 

Mais,  lorsque  les  lames  sont  très  rapprochées  l'une  de  l'autre,  on 
peut  éluder  l'emploi  des  fonctions  elliptiques  en  opérant  par  approxi- 
mation, comme  nous  allons  le  faire  voir. 

8.  Deux  lames  parallèles  et  verticales  sont  très  rapprochées  l'une  de 
l'autre.  —  L'ordonnée  y  étant  très  petite  par  rapport  à  e,  le  profil  de 
la  surf;ice  est  peu  différent  d'un  arc  de  cercle,  dont  le  centre  C  est  situé 
sur  Oy,  et  dont  nous  déterminerons  le  rayon  t  par  la  double  condition 
que  l'arc  de  cercle  passe  par  le  point  O  et  les  points  de  raccor- 
dement. 

Soient 

Oy'  le  prolongement  de  Oy  au  delà  de  O  ; 

Cx'  l'horizontale  du  centre  C; 

r  =  t{i  +  u)  le  rayon  vecteur  mené  de  ce  centre  au  point  m  ; 

6  l'angle  formé  par  ce  rayon  avec  Cy. 
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Nous  supposerons  que  u  et  ses  dérivées  sont  assez  petits  pour  que 
l'on  puisse  s'en  tenir  ;uix  termes  du  premier  ordre. 

Si  X  continue  à  (lésii^ner  la  hauteur  du  niveau  au-dessus  du  sommet  O, 
la  hauteur  au-dessus  du  point  m  est,  à  très  peu  de  chose;  près, 


X  +  ' 


cosS. 


Nous  avons  ainsi 


'dh, 


u     — 


X  +  t  —  i  cos  ') 


Si  nous  posons,  pour  abréger, 

.(X-f-0 


{a) 

nous  aurons 

d'où 


d-  u  >-'"   /  o  rs 


"  =  — ; 

(/' 

du  i- 

W)  ~  a:^ 


fl    . 


—  |3  H-  -sin5  +  Acos5  -i-  B  sinO), 
-cosQ  +  sin(5(  -  —  A  )  +  Bcos£5 

2  \  2 


A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Mais  pour  ô  =  o   nous   devons  avoir  u  =  o   par  hypothèse,  et  de 

plus  -j:  =  o,  pour  exprimer  que  la  tangente  en  O  est  horizontale^ 

Les  formules  [b]  se  réduisent  alors  aux  suivantes  : 


:b'] 


i)-\-  -sinô 

'  2 


du 

df) 


"=^[P(cos5 

^r-cos5  +  sin9C--fi 

rt-  |_2  \2  ' 


L'angle  |,  formé  par  la  tangente  en  m  avec  Cy',  est  donné  par  la 
formule  • 


ic) 


,         T.         du         ^ 
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Si  0'  est  la  valeur  de  0  correspondant  au  raccordemcnl  pour  lequel 
on  a  (^  =  t:  —  a,  nous  aurons 


'M  Jv, 
ou,  aux  termes  du  second  ordre  près, 

Ô'=  -  —  «  +  £, 


£  étant  la  valeur  de  -r-  pour  ô  =  ^  —  «. 


di) 

Désignons  par  u'  la  valeur  de  u  pour  5  =  -  —  aj  comme  u  est  nul 
au  point  de  raccordement,  nous  aurons 


u'  +  î=  =  o 
ou 

/3  (  sin  a  —  i  )  H —  (  -  —  a  )  cos  a 


—  a)  sina  +  cos«  ( /3j     =  o. 

Une  première  approximation  donne 


1  /it  \      cos  a 

a 


et,  en  tenant  compte  des  tei-raes  du  premier  ordre  et  remarquant  que 


e  ecosa 


sinO'  cos  a 

2  e  étant  la  distance  des  lames, 

,        \  f~         \      cosa                e-      V f -n.         \  /  •             I      cosa    \       cosot"!^ 
P,  =  -[~  —  u]  -. h a     sina :—   H 

'  2  \2  /   i  —  sina         rt^cosaL\2  J\  2   i  —  sina/  2     J 

L'équation  (a)  donne  alors 


il-) 


(cl)  1—  —cosa  +  - 

^     '  e  2    1  —  sin  a 

aux  termes  du  second  ordre  près. 
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Pour  l'eau  ot  le  verroon  trouve,  pour  la  liaulcur  du  sommet  du  mé- 
nisque au-dessus  du  niveau, 

,,=:^  +  f£  =  ZlZ9+  0,78e. 

Pour  le  mercure  et  le  verre  on  trouve,  pour  la  hauteur  du  sommet 
du  ménisque  en  contre-bas  du  niveau, 

s  a"-  2 ,  2Q 

À  =  0,701 l-i,2ie= +  I,  21  e. 

'        e  e 

9.  De  la  surface  capillaire  dans  un  tube  circulaire  d'un  faible  dia- 
mètre. —  La  forme  du  ménisque  étant  très  sensiblement  sphérique, 
nous  rapporterons  sa  surface  à  celle  d'une  sphère  tangente  dont  la  po- 
sition du  centre  et  la  grandeur  du  rayon  peuvent  être,  dans  certaines 
limites,  considérées  comme  indéterminées,  et  que  nous  fixerons  en 
raison  des  circonstances  qui  se  produiront. 

Considérons  une  section  faite  par  un  plan  passant  par  l'axe,  et  con- 
servons les  notations  du  numéro  précédent;  nous  aurons  toujours 


1  I  \  (d-u  \         ,         ,  .         du 


La  surface  étant  de  révolution,  R'  est  la  portion  de  la  normale  dé- 
terminée par  l'axe  Cj',  et  nous  avons 


sin4' 


=  T(""'^St^^"§^+')- 


H'        t(i+(OcosO 
La  hauteur  du  point  m  en  contre-bas  du  niveau  étant 

X  -f-  ï  — - 1  cosS, 
nous  aurons 

'dru         du  f  \         X4-l(l  —  cosO) 


/  dr  a        du  ,         r 


a- 
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d'où 

Posant 

(«)  -, =  —^> 

^    '  a^  a/- 

l'équation  [a)  devient 

{c)  -^  -  tango  _-  +  2,i  +  -  (|S  ~  cos5)  =  o. 

Plus  généralement,  considérons  l'équation 

(3)  -^ -taiigO'£+2u+F{6)  =  o, 

F{0)  étant  une  fonction  quelconque  de  0,  en  raison  de  ce  qu'elle  se 
présentera  plusieurs  fois  dans  ce  qui  suit,  et  proposons-nous  d'en 
trouver  l'intégrale  générale. 
Posant 

u  =  Usinô, 

l'équation  (3)  se  transforme  dans  la  suivante, 

d'il         dV  ,  ^r        .         rs         I^CO 

_^  +  _(,cot5-tang5)  +  4^=o, 
d'où 


-  f  ■  -f     „  fF(Ô)smQcosQdô, 
J    sin-OcosOJ       ^    ''  ' 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 
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On  a  enfin,  ponr  l'intégrale  cherchée,  . 


«  —  B  sin(J  +  A  (   —  I  -F  sinO  log 

'A) 


sinO  f  .  .,f     „  fFl5)sm0cosôcl0. 

J    sin-O  cosO  /       ^    ' 


Revenons  maintenant  à  l'équation  (c);  comme  elle  est  satisfaite  par 
"  =  —  7^'  son  intégrale  s'obtiendra  en  ajoutant  à  celte  valeur  l'ex- 
pression (4),  en  y  supposant 

F(ô)=-  -.cos6, 

ce  qui  donne 

*  '  0' 

tt  = ^  +  B  sin  5  -f-  A     —  i  +  sin  5  logj 

+  o-^(5su"i9h-cosôj. 

Il  faut  que  A  soit  nul,  car  autrement  u  deviendrait  infini  pour  (5  =  90"; 
il  nous  reste  donc 

t-  3  i- 

(d)  u= ~  +BsinC  -h  :y—AOsmO  +  cosO), 

d'où 

ie)  -sr  =  B  cos£/  -l-  t^  S  cosC. 

Or  cette  dernière  valeur  doit  être  nulle  pour  Ô  =  o,  puisqu'au  point 
correspondant  la  tangente  est  horizontale,  ce  qui  exige  que  B  soit  nul. 
Nous  avons  donc  finalement 

[d'\  u       '''      P    ■    "-"«  +  -■^0 


«'-  \       2  8 
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Soit  ^  la  valeur  de  Q  corresponclant  au  point  de  raccordement  par 
lequel  il  nous  est  permis  de  faire  passer  le  C(M'ele  t!e  comparaison  ; 
nous  aurons 

S         O'sinO'4- cosO' 
-  -  H 5 =  o, 

(/)  i         "r  \. 

Q'= a  +  TT^  (5'  cosO', 

•2  à  a-  • 

équations  qui  feront  connaître  0'  etfi.  Mais  comme,  dans  la  formule  [d), 
/3  est  multiplié  par  le  facteur  ^  supposé  très  petit,  nous  l'obtiendrons 

avec  une  approximation  suffisante  en  supposant  9'^  ~  — a  dans  la 
première  des  formules  (/),  ce  qui  donne 

/3  =  ^  M  -  —  a  j  cosa  +  sina  . 
En  appelant  2  e  le  diamètre  du  tube,  on  a 


sinO'         cosa 

et  la  formule  (^)  donne 


A  =  — cosa  + 


(  ^  —  aj  COSK  +  sina   —  1 1 


e  cos  a  j  3 

pour  la  distance  du  sommet  du  ménisque  au  niveau. 

10.  Expression  du  volume  d'un  liquide  compris  entre  sa  surface  libre 
el  un  plan  horizontcd  déterminé,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  section  du 
tube.  —  Nous  supposerons  que  la  surface  libre  (S)  présente  sa  con- 
vexité vers  le  plan,  et  nous  désignerons  par  A  la  section  du  tube  et  par 
P  le  périmètre  du  contour  de  la  surface  (S). 

En  nous  reportant  au  n"  1 ,  nous  pourrons  écrire 


[a)  K(ji  +  i;)  =  nj-C, 
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C  . 

-  étant  la  haiid'iir  du  plan  au-dessus  du  niveau  du  liquide  extcrieurau 

tulle. 

Coneevons  que  l'on  décoinj)ose  la  surface  capillaire  eu  éléments 
par  des  lignes  de  courbure  infiniment  voisines  dans  chacune  des  deux 
séries,  et  soient  d'A  un  de  ces  élémeiils  et  y  l'angle  que  forme  sa  nor- 
male avec  la  verticale.  Nous  aurons  pour  le  volume  cherché,  en  ayant 
égard  à  la  formide  (a), 

[b)  V  =  y  jcosx  ch^  -  \  I  (^{^  +  ji)  cosx rf«  +  ^  A. 

Considérons  maintenant  une  surface  (S')  parallèle  à  (S)  et  qin'  eu  soit 
distante  d'une  quantité  infiniment  petite  s.  Les  normales  aux  souunets 
de  do)   détermineront  dans  (S')  un  élément  rfw'  dont  les  côtés  seront 

dans  les  rapports — jq— >     .  ,     avec  ceux  de  aw. 

On  a  donc 

du^  __  (R-s)(R'-;)   _     _  /ji_         _i 
rfio   ~      -         ï\[\'  —  '         l^R  "•"  R' 

et  la  formule  [b)  peut  s'écrire  ainsi  : 

^  ""  îTci  ('^'^  ~  ^^«>X  +  n  A. 

Or  l'intégrale  représente  la  différence  des  projections  horizontales 
des  aires  de  (S)  et  (S'),  ou  la  projection  de  la  zone  déterminée  dans  (S) 
par  les  normales  menées  aux  points  du  contour  de  (S'),  qui  est  égale  à 
Pe  cosa.  On  a  donc 

(5)  V=-j^cosa+-A. 

Si  le  tube  est  circulaire  et  si  le  plan  sécant  est  le  niveau  extérieur  du 
liquide,  on  a 

C  =  o,     P  =  27rt, 

et,  en  posant  comme  puis  haut  -  =  a-,  on  a 

V  =  a'-  X  27recosa. 

Journ.  de  Malli.  {Y  série),  tome  VII.  —  Novembre  i88i,  4^^ 
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Eu  désigiKiiU  par  l  la  liaulciir  moyenne  tle  (S)  aii-tlessus  du  niveau, 
on  aura 

d'où 

^         2  a''  cosx 

A  =  > 

e 

ce  qui   est   conforme  au  résultat  obtenu  au  numéro  précédent,  aux 
termes  en  e  près. 

Dans  le  cas  de  deux  lames  parallèles  on  a 

V  =  a-HecosiZ,  • 

d'où  X,  qui  est  moitié  moindre  que  dans  le  cas  d'un  tube. 

1 1 .  Liquides  superposés  dans  un  tube  circulaire  capillaire.  —  Considé- 
rons uu  tube  plongé  daus  un  liquide  (A,  )  dont  la  portion  comprise  dans 
ce  tube  soit  surmontée  d'un  volume  déterminé  d'un  autre  liquide  (A) 
de  moindre  densité. 

Nous  supposerons  que  (A)  mouille  .et  que  (A,)  ne  mouille  pas  la 
iiaroi  intérieure  du  tube.  Le  même  raisonnement  s'appliquera  à  toute 
autre  hypotliése. 

Considérons  ime  section  faite  par  im  plan  passant  par  l'axe  du 
tube. 

Soient 

aX)a,  a,U,«i  les  profils  des  ménisques  supérieur  et  inférieur; 
00,  l'axe  du  tube; 

II  l'intersection,  avec  sa  paroi  intérieure,  du  plan  de  niveau  extérieur; 
y,  y,  les  distances  de  deux  points  m,  m,  de  aOa,  a,0,a,  situés  sur  la 

même  verticale  à  la  droite  II  ; 
n  l'intersection  de  777m,  avec  II  ; 
C  la  pression  censée  constante  exercée  sur  la  section  II. 

Nous  admettrons  pour  (A)  les  notations  qui  précèdent,  en  les  affec- 
tant de  l'indice  i  pour  (A,). 

Concevons  un  cylindre  vertical  d'une  section  infiniment  petite  dont 
mr7i,  serait  l'axe. 
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L'action  du  nirnisque  ai)a  s'ajoute  à  la  réaction  C  en  n  pour  faire 
équiliijrc  au  poids  de  ce  cylindre,  d'où  la  relation 

(«)  R(V.  +7f;)  =  ny-C. 


On  a  de  nièuie 

m  K,(^  +  ,-i-)=n,,r,-C 

Le  volume  compris  entre  les  surfaces  aOa  et  a,0,a,  est  donne  et 
peut  être  représenté  par 

(c)  Ile- II, 

Il  étant  la  portion  de  la  longueur  du  tube  qu'occuperait  le  liquide  dans 
le  tube  sans  les  effets  de  la  capillarité.  D'après  le  numéro  précétlent, 
les  volumes  laOal,  I|rt|0|«,I,  ont  respectivement  pour  expressions 

K.2-e  C-e-2 

—2-  cos«  +  -^-, 

Iv.aiie  Cue- 

— ,,— cosa,  H- 


c  = 

H- 

-; 

/K  cosa    ^    Iv,  cos»!^ 

V     ri       '       II,    -j 

I        I 
n  "*"  îïï 

en  égalant  leur  somme  à  l'expression  (c),  on  trouve 


{d) 


En  portant  cette  valeur  dans  la  formule  [b],  on  obtiendra  une 
équation  analogue  à  celle  que  nous  avons  intégrée  par  apjjroximation 
aun"  y. 

Si  par  approximation  on  prend  R,  =  R'|  —  ecosa,,  la  formule  [b) 
donne,  pour  la  valeur  moyenne  de  la  distance  du  ménisque  inférieur  au 

niveau, 

,.       2  /  cosKx       K, 

T-  " fi 1--—   COSK; 

alv  cosa,  fi  \      Il  n, 


y>  =  — iï:r-  + 


Il  "^  n, 
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ou  encore 

u^-(cr-. 

(•osa  +  ai  coscf,) 

_  affjrt.ïi 

r.-      e       ' 

-ï 

La  même  méthode  s'applique  au  cas  où  plusieurs  liquides  se  super- 
poseraient dans  un  tube. 

12.  Forme  crime  très  petite  goutte  d'un  liquide  reposant  sur  un  plan 
horizontal  quelle  ne  mouille  pas.  —  Nous  aurons  dans  ce  cas 

X  étant  une  constante  dont  la  valeur  résultera  de  la  solution  du  pro- 
blème. Si  les  dimensions  de  la  goutte  sont  très  petites,  il  en  sera  de 
même  de  j  et  en  dehors  de  sa  zone  de  contact  avec  le  plan. 

En  nous  reportant  au  n"9,  on  voit  que  la  forme  de  la  goutte  est 
donnée  par  l'équation  (c),  dans  laquelle  /3  remplace  l'inconnue  X.  On 
en  déduit  de  la  même  manière 


■L-  /       B        (J  siiiO  +  cosf) 
î/ =  —     —  -  H s 


(du  i"^    ,  r 

-7,^  =  ô-;5cos5. 
a6 .       6  a- 


Si  V  désigne  l'angle  c[ue  forme  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur, 
on  a 

Soit  0'  la  valeur  de  Û  correspondant  au  raccordement  avec  le  plan; 
on  a 

V  =  6'—  9o"+«, 
d'où 

(b)  6' =  180°-  a  -  —O'cosô, 
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2 

et,  (Ml  nécli'îeant  le  caiTC  de  ^) 


a- 


^2 

6'—  i8(>"—  a  H — :^-^An  —  a.)  sin«. 
23  «^^  ' 


Nous  supposerons  que  l'on  prenne  pour  v  le  rayon  de  la  sphère  équi- 
valente à  la  goulte,  et  qui  est  par  conséquent  inie  donnée  d(!  la 
question. 

Nous  devrons  exprimer  que  l'excès  de  l'aire  de  la  section  méridienne 
sur  celle  d'im  grand  cercle  est  nulle,  ou  que  l'on  a 

/■         ,-         i  (i  + //')  siiiO'rosO'         V  /  r,\ 

X   \     Il  d-3 ^ (7:  —  &  )  =  o, 

«'  étant  la  valeur  de  u  correspondant  à  0  =  0' . 
On  déduit  de  là 

-  —   —  S  +SUl9  cos6  ) T 

2    «-  ^  '4  2 

H — 5    T 7T  (&  suiS  +  cosC/  )  SU17  COS&     =  o, 

équation  d'où  l'on  déduira^  qui,  comme  on  devait  s'y  attendre,  n'est 

pas  une  quantité  très  petite,  puisque  c'est  devant  son  équivalent  X  que 
nous  avons  négligé  des  termes. 

15.  Goutte  très  large.  —  L'équation  de  la  section  méridienne  de  la 
surface  capillaire  de  révolution  peut  se  mettre  sous  la  forme 

,     ,  f/c»         sin  œ         r  +  ^ 

*■     '  as  .r  n- 

(D  étant  l'angle  que  forme  la  tangente  avec  l'axe  des  x;  cette  équation 
ne  parait  pas  pouvoir  s'intégrer,  et,  dans  ce  qui  suit,  nous  devrons  nous 
contenter  d'approximations. 

Nous  placerons  l'origine  au  sommet  de  la  courbe,  en  prenant  pour 
origine  l'horizontale  de  ce  point. 
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Si  une  étendue  assez  giaiule  9  reste  suffisamment  petite  pour  que 
l'on  puisse  négliger  le  carré  de  cet  angle,  ce  qui  pernu  t  de  supposer 

(h  =  dx,  œ  =  siny  =  tangcp  =  y-^j  l'équation  (a)  prend  alors  la  forme 

suivante, 

d-y         I    dy         (  )■  +  X)  

dx^        X  dx  (('■  ' 

équation  dont  l'intégrale  est 

/  /        —  COSW  —  —  L-OSOl\       J 

j  +  X  =  A,  /     \e"       +e  "      ;«w 

A,  et  Ao  étant  deux  constantes  arbitraires.  Mais  Ao  est  nul,  car  autre- 
ment j  serait  infini  pour  x  =  o,  et,  comme  j  est  nul  pour  x  — -  o,  il 
vient 


d'où 

(c)  ^^  =  —  r(^"""-  e-"""")cos.^  do^, 
^    '                          dx         2-K  a  J  ^      •  ' 

et  l'on  voit  que  -~-  est  nul  pour  a=  o,  ce  qui  devait  être. 

Supposons  que  la  goutte  soit  assez  large  pour  qu'une  valeur  de  y, 
de  ç>,  inférieure  à  20°,  corresponde  à  une  valeur  /  relativement  grande 
i\ex,  et  soit  y,  la  valeur  correspondante  àe  y.  Nous  aurons 

1  .  \        f  -cosu  cosm\     j 

[d)  "        "  . 

I  ).  i  l       -t'Osu  COSW    \        „  7 


(')  Poisson  (p.  2i3)  pose  une  formule  tout  nuire,  sans  faire  connaître  de 
quelle  manière  il  y  est  arrivé;  mais  elle  est  inexacte,  car  elle  ne  satisfait  pas  à 
ré(iuation  difTérenllelle. 
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Mais,  comme  X  rsl  inconiiuo,  la  valeur  de  /  ne  peut  p'as  être  fixée 
a  priori  c^t  est  subordonnée  à  la  solution  du  problème. 
L'équation  [a)  doinie  alors,  |)ar  approximation, 

Quoique  sous  une  forme  plus  simple,  elle  ne  parait  pas  pouvoir  s'in- 
tégrer. Nous  sommes  ainsi  réduit  à  déterminer  des  valeurs  approchées 
de  (p  et  de  a-  en  fonction  de  r,  en  négligeant  le  carré  de  j- 

Si  nous  posons  o  =  u  -h  -.,  et  si  nous  identifions  après  la  substitution 

dans  (c)  les  termes  indépendants  et  dépendants  de  y;  nous  trouvons 

/  /-v  .       (/'/        r  -t-  X 

(/)  SUÎM     .-    —  ■ .,— , 

,  ris  f/r    .  du 

(/  )  •:T-sni«-f-  ccosff  .—  =  o. 

*"'    '  ci  y  dy 

Si   C  est   une  constante  arbitraire,  la  dernière  de    ces   équations 

donne 

C 
('  =  -. —  ) 
sni  u 

et  l'on  a,  par  suite, 

C 
[g)  siny  =  sinM  -f-  -jCo\.a. 

Mais  u  déduit  de  (/)  renfermera  ime  constante  arbitraire  C,  et  l'on 
sera  libre  d'établir  entre  C  et  C  telle  relation  c|ue  l'on  jugera  conve- 
nable, pourvu  c|ue  y  =  Vi ,  l'équation  {g)  donne  9  ^  9, .  Tl  nous  est  donc 
permis  tie  supposer  C  =  o,  et,  en  intégrant  l'équation  [/),  on  trouve 

COSM  =  COS9=COS(p,  -    -^[(jK  +  ),)2  -.  (j,  +>.)2], 

1»      ' 
ou 

x  —  l=  I    cotfpd(p=    I      —  -  fly, 

intégrales  réductibles  en  fonctions  elliptiques. 
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Soient  A  la  hauteur  de  la  goutte  ou  l'ordonnée  du  point  de  raccor- 
dement correspondant  à  cosçs  =  —  cosa.  Nous  aurons 

(j)  cos^,—  ;^  [(/*  +  >■)"—  (j|-^«)^]  =— cosK, 

et  l'équation  (A)  fera  connaître  la  valeur  x'  de  .r  du  point  de  raccor- 
dement. 

On  conçoit  que  l'on  puisse  exprimer  que  le  volume  de  la  goutte  est 
donné,  ce  qui  établira  entre  X  et  /une  relation  qui,  jointe  à  la  seconde 
des  formules  (2),  permettra  de  déterminer  ces  constantes.  Il  faudra 
s'assurer  ultérieurement  que  /  est  relativement  grand,  comme  on  l'a 
supposé. 

14.  Liquides  soustraits  à  l'action  de  la  pesanteur.  —  Dans  ce  qui  suit, 
nous  considérerons  avec  M.  Plateau  une  masse  liquide  en  suspension 
dans  un  autre  liquide  de  même  densité  avec  laquelle  elle  ne  peut  se 
mélanger. 

Si  la  masse  considérée  est  en  repos,  elle  affectera  la  forme  sphé- 
rique.  Mais  si  on  lui  imprime  un  mouvement  de  rotation,  selon  que  la 
vitesse  sera  au-tlessoiis  ou  au-dessus  d'une  certaine  limite,  elle  de- 
viendra ini  sphéroïde  aplati,  ou  elle  se  décomposera  en  sphéroïde  et 
un  anneau  tournant  autour  de  ce  sphéroïde. 

Soient  n  la  vitesse  de  rotation  ;  se  la  distance  d'un  point  quelconque 

de  la  surface  à  l'axe,  le  potentiel  de  la  force  centrifuge  sera  -  ~;  si 
l'on  attribue  à  a  la  même  signification  que  ci-dessus,  et  si  l'on  pose 
b'  =  - — ~,  l'équation  de  la  surface  sera 


/i- 


I  I  '    /      ■>  r  \ 

K  +  R^  =  77'(^'^-^0. 


/  étant  une  constante. 

Elle  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante 


d'i        sincp  _  ^/    .    ,    )N 
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ou,  (Ml  iimllipliant  par  x. 

On  (Icdiiil  (le  l;'i,  (>ii  appelant  C-  une  ronstaiil(>  arhiti'airc, 

/     -,  .1    (y         l.r        C 

^  '  ti'  \  .[  a  a' 

et 

_  +  __  +  _ 

poui'  l'intégrale  tie  l'équation  proposée. 

lo.  //fz  surface  diffère  peu  d'une  sphère.  —  C'est  ce  cpii  a  lien  (jiiand 
la  vitesse  angulaire  est  suffisamment  faible,  et  alors  l'écpiation  de  la 
surface  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(l-  Il  ^  (lu  >■'  ,     ■     1  r  ^  , 

-TTT  —  tano»  -f^  +  lu  -V-  7-:  sin-î  -i--  A   =  o, 
f/O-  ^     lin  I)'  ^  ' 

et  a  pour  intégrale 

«  ::^  li  sin  5 ^,  -!-  A 1    —  r  +  sin  5  loç -, 

■1 1)^  \  ~  0 

\  I  —  lan£r  - 

V  ■    3> 


3 


0 

j  I  -\-  tang  - 

-  ^sinSlog _|  4-^,sm=5. 

I  —  taiiff  - 

l'our  (pie  a  ne  soit  pas  infini  pour  5  =  90",  il  faut  (pic  le-i  termes 

0 
I  -+-  lang  - 

log jj  disparaissent  ou  que  l'on  ait 

I  —  tan;;  - 
^  1 

A 
^=47;^' 

Jauni,  de  Math,  (j*"  série;,  lonic  Vil.  —   NoviniBRr  iSRi.  L\'] 
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'I 


et  alors,  en  comprenant  la  constante  de  —  7^  dansTindéterminée  —  ^ 
il  vi(Mit 


u  =  B  sinS  —  -^y-r  +  7  r,  sin"5 


2  A 
et 


-jr  =  B  ces 0 \r:  sin 0  cos5 . 

Pour  que  la   tangente  au  sommet  soit  perpendiculaire  à  l'axe  de 
rotation,  il  faut  que  B  soit  nul  ou  que  l'on  ait  B  =  o,  et  par  suite 

Si  nous  prenons  pour  x  le  rayon  de  la  sphère  équivalent  au  sphé- 

-,  n 

roïdc,  il  faut  cpie  /     ir  cFj  soit  nul,  ce  qui  donne 


I 


et 


"=-Â^n2 


sin- 5  ), 


En  coordonnées  rectangulaires,  nous  aurons  pour  l'équation  de  la 
surface, 

X-  -\- y-  =  x-[\  +  w )^  =  K - ( I  +  2 M ) 
ou 


jj-  +  y-  =  t.-     I  —  —  , 

ou  encore,  aux  termes  prés  du  second  ordre. 


^'  +  .>''=^'('-^)  +  P 


ce  qui  est  l'équation  d'un  ellipsoïde  en  révolution  aplati  dont   il   est 
facile  de  trouver  les  axes. 
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IG.  La  surface  (lijfcre  d'un  tore.  —  Nous  supposerons  qu'il  est  ainsi, 
sauf  vérification  ullrricurc,  lorsque  la  dislance  de  la  niasse  à  l'axe  de 
rotation  est  très  grande  [)ar  rapport  aux  dimensions  transversales  de 
l'anneau. 

Soient  c  le  centre  du  cercle  générateur;  /  sa  distance  à  l'axe,  nous 
avons 

X  =^  l-\-  x  sin  Q  : 


en  désignant  par  C  une  constante 

I  sinO 


R'         /  +  tsinO  ~    / 


siuî  —  -^  (i  —  COS26) 


Par  suite. 


;^+«  +  (^;r  -  7).sui5-  _cos25-C  =  o; 


(1  ou 


I  /■>.! 


u  —  C  -^  ^-i -''-+■  ^-\  0  cos5  —  ^cos26  4-  Acos5  -4-  Bsin5, 
Ts  =  -  (-,  ) 7)  (cosô  — i/sinG)  -1-  7^^  sin  2  5  —  A  sin  5  -|-  U  cos9. 


On  doit  avoir -7-  =  o  pour  d  =  90",  d'où 


Par  suite, 


Il  = 


■  /-.- 


2  \    /!/' 


~j  (cos5  —  G  sin  5  —  -sin5  j  -h  7^,  COS2S  +  Bsin5  +  C; 


B  et  C  restent  indéterminés,  en  raison  même  de  l'origine  qui  n'a  pas 
été  fixée.  Si  nous  la  plaçons  au  milieu  du  diamètre  horizontal,  m  devra 
avoir  la  même  valeur  pour  Q  =  90°  et  5  =:  —  90'^,  d'où 


C  =  <>.    «=5(^-î)"-^. 
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^  Ili.  —  Des  liquides  uniquement  soumis  à  leurs  actions  niuiiuUcs. 

Si  Ion  introduit  une  masse  déterminée  iNI  d'un  liquide  A  dans  un 
milieu  formé  d'un  autre  liquide  B  de  même  densité  que  le  précédent, 
mais  avec  lequel  il  ne  pent  pas  se  mélanger,  A  se  trouve  dans  les 
conditions  d'un  liquide  unicjuemeut  soumis  à  ses  actions  mutuelles,  et 
c'est  ainsi  que  M.  Plateau  a  obtenu  expérimentalement,  suivant  les 
conditions  qu'il  imposait  à  M,  les  différentes  formes  que  peut  affecter 
un  solide  de  révolution  dont  la  moyenne  courbure  est  constante.  Nous 
avons  ainsi  à  nous  poser  un  problème  résolu  déjà  depuis  longtemps 
par  bien  des  savants,  mais  en  nous  efforçant  à  en  simplifier  la  solu- 
lion. 

17.  Équation  générale  des  surfaces  de  réi'olutioii  dont  la  moyenne 
courbure  est  constante .  —  L'équation  (i)  du  n"  2  nous  donnera  l'équa- 
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tion  différentielle  de  la  surface  de  révolution  que  peut  affecter  une 
masse  lupiide  soustraite  à  l'action  des  forces  extérieures  en  y  supposant 

C 
.f  =  o,  et,  en  représentant  la  constante  -  par  2  A,  nous  aurons 


1 


I 
K' 


2  A. 
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Soieiil  [fïg-  <>j 

O)'  l'axe  (k-  révoluliim; 

O.r  la  perpendiculaire  en  iim  point  quelconque  déterininanl  avec  O.t 
une  section  méridienne  que  nous  allons  considérer  ; 

Ci  l'angle  que  Ibrme  avec  Ox  la  tangente  en  un  point  m  ilont  les  coor- 
données sont  X  et  y; 

m\  la  normale  en  ni  limitée  à  O^; 

s  l'arc  de  la  courbe  mesurée  à  partir  de  ()>'. 

Nous  avons 

,  ,  I  f/a         rnstor/ï)         i  i  siivi 

ctx  =  — as  cos's, ,     ,5  = j^  =  — j — -,     177=  — r  =  -^ 

'        W  ds  dx  Iv         m  1  x 

d'où 

cnsar/'j)         sints  . 

dx  X 

OU 

f/.isin':/  . 

i =  2  Aï- 

ax 

En  intégrant  et  désignant  par  B  une  constante  arbitraire,  on  trouve 
(')  suv^= 

Remarque.  —  Si  la  surface  est  fermée,  on  ay  =  o  pour  .r  =  o,  par 

suite  B  =  o  et 

sino  =  Aa-. 

On  déduit  de  là,  en  désignant  par  C  une  constante, 

•       dy        .  \x 

tangttj 


et  enfin 


y+C  =  -  {-s/i-A-, 


V 

a' 


(y  +  C)-  -+-X-  =  Y2' 

équation  d'un  cercle.  D'où  il  suit  que  la  spliére  est  la  seule  sur/ace  de 
révolution  à  courbure  moyenne  constante  qui  soit  fermée. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (i),  et  désignons  par  x,  et  .v-,  les 
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valeurs  de  x  qui  correspondent  à  9  =  90",  ç  =  —  90".  Nous  aurons 

^r,  =:  A.r;'  +  B, 

—  Xi^=  S.x\  -H  B, 
d'où 


•( .  en  substituant  .r,  et  x.^  aux  constantes  A  et  B,  nous  aurons 

a.--— ,r,.r.. 


siny  = 


(  J'i  —  Xi)x 


cosffi  =  rh  — sJix^  —  x^\(x'  —  x'i  ) , 

,  .r-—a-,.r, 

tang9  =  ±1 


Si  nous  posons 

X-  =  x'^  cns-t];  H-  x't  siii-ii, 

i|>  étant  un  angle  auxiliaire,  ce  qui  est  permis  puisrjue  r,  et  a*.,  sont  les 
\aleurs  extrêmes  des  x,  nous  aurons 

,     j:"?  cos'-J^  4- J?:?  sin-^jj  —  x,.r,        dy 
^  '  ( J? ;  —  xl)  siii 4*  cos '^  dx 

,  (o'j — .r;  )  sini}/ cosi}"'/'-!' 

dx  —  —  — ^  '  '  -1 

\'xl  cos-'I/  -+-  .1--,  siii-'ji 

d  011 


</>'  =  dz  ^/a;i[  cos-  i|i  -)-  a-.";  sin  t|/  f/'i>  rp  -^ 


\/A'j  cos-y  +  x^  sin-ij< 

Si  nous  plaçons  l'origine  des  coordonnées  de  manière  que  l'on  ait 
y  =  o  pour  a?  =  o,  nous  aiu'ons 

-Kv/3E3,)]_.[(^.ap.)]. 

Nous  aurons  ainsi  deux  systèmes  de  courbes  selon  que  x.^  sera  de 
même  signe  que  x,  ou  sera  de  signe  contraire. 
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Mcrnoiic  sur  les  coi/rbes  définies  par  une  éqiuUion  di/fércnticllc 
Pau  m.  h.  POINCARÉ, 

Ingi'iiicur  des  Mines. 


Une  théorie  complète  des  fonctions  définies  j)ar  les  équations  diffé- 
rentielles serait  d'une  grande  utilité  dans  un  grand  nombre  de  ques- 
tions de  Mathématiques  pures  ou  de  Mécanique.  Malheureusement,  il 
est  évident  que  dans  la  gi-ande  généralité  des  cas  qui  se  présentent 
on  ne  peut  intégrer  ces  équations  à  l'aide  des  fonctions  déjà  connues, 
par  exemple  à  l'aide  des  fonctions  définies  par  les  quadratures.  Si  l'on 
voulait  donc  se  restreindre  aux  cas  que  l'on  peut  étudier  avec  des  inté- 
grales définies  ou  indéfinies,  le  champ  de  nos  recherches  serait  singu- 
lièrement diminué,  et  l'immense  majorité  des  questions  qui  se  présen- 
tent dans  les  applications  demeureraient  insolubles. 

Il  est  donc  nécessaire  d'étudier  les  fonctions  définies  par  des  équa- 
tions différentielles  en  elles-mêmes  et  sans  chercher  à  les  ramener  à  des 
fonctions  plus  simples,  ainsi  qu'on  a  fait  pour  les  fonctions  algébri- 
ques, qu'on  avait  cherché  à  ramener  à  des  radicaux  et  qu'on  étudie 
maintenant  directement,  ainsi  qu'on  a  fait  pour  les  intégrales  de  diffé- 
rentielles algébriques,  qu'on  s'est  efforcé  longtemps  d'exprimer  en 
termes  finis. 

Rechercher  quelles  sont  les  propriétés  des  équations  différentielles 
est  donc  une  question  du  plus  haut  intérêt.  On  a  déjà  fait  un  premier 
pas  dans  cette  voie  en  étudiant  la  fonction  proposée  dans  le  voisinage 
d'un  des  points  du  plan.  Il  s'agit  aujourd'hui  d'aller  plus  loin  et  d'étu- 
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(lier  ct'Lte  fonction  dans  toute  l'ctcnfltie  du  plan.  Dans  ct-tle  rorlicrclu', 
notre  point  de  clé[);irt  sera  évidonuiicnt  ce  que  l'on  sait  déjà  de  lafonc- 
lion  étudiée  dans  une  certaine  région  du  plan. 

l/étude  complète  d'une  fonction  comprend  deux  parties  : 

1°  Partie  qualitative  (pour  ainsi  dire),  ou  étude  géométrique  de  la 
courue  définie  par  la  fonction; 

2"  Partie  quantitative,  ou  calcul  numérique  des  valeurs  de  la 
fonction. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  étudier  une  équation  algébrique,  on 
commence  par  rechercher,  à  l'aide  du  théorème  de  Sturm,  quel  est 
le  nombre  des  racines  réelles,  c'est  la  partie, cpialitative,  jniis  on 
calcule  la  valfur  numérique  de  ces  racines,  ce  qui  constitue  l'étude 
quantitative  de  l'équation.  De  même,  pour  étudier  une  coin'be  algé- 
brique, on  commence  par  construire  cette  courbe,  comme  on  dit  dans 
les  cours  de  ]Mathématiques  spéciales,  c'est-à-dire  cpi'on  cherche 
quelles  sont  les  branches  de  courbes  fermées,  les  branches  infinies,  etc. 
Après  cette  étude  qualitative  de  la  courbe  on  peut  en  déterminer 
exactement  un  certain  noniljre  de  points. 

C'est  naturellement  par  la  partie  qualitative  qu'on  doit  aborder  la 
théorie  de  toute  fonction  et  c'est  ponrcjuoi  le  problème  qui  se  présente 
en  premier  lieu  est  le  sui\ant  : 

Construire  les  courbes  définies  par  des  équations  différentielles. 

Celte  étude  qualitative,  cjuand  elle  sera  faite  complètement,  sera  de 
la  plus  grande  utilité  pour  le  calcul  numéricpie  de  la  fonction  et  elle  y 
conduira  d'autant  plus  facilement  que  l'on  connaît  déjà  des  séries 
convergentes  qui  représentent  la  fonction  cherchée!  dans  une  certaine 
région  du  plan,  et  que  la  principale  difficulté  qui  se  présente  est  de 
trouver  un  guide  sûr  pour  passer  d'une  région  où  la  fonction  est  repré- 
sentée par  mie  série  à  une  autre  région  du  plan  où  elle  est  exprimable 
par  luie  série  différente. 

D'ailleurs,  cette  étude  qualitative  aura  par  elle-même  un  intérêt  du 
premier  ordre.  Diverses  questions  fort  importantes  d'Analyse  et  de  Mé- 
canicpie  peuvent  en  effet  s'y  ramener.  Prenons  pour  exemple  le  pro- 
blème des  trois  corps  :  ne  peut-on  pas  se  demander  si  l'un  des  corps 
restera  toujours  dans  une  certaine  région  du  ciel   ou  bien  s'il  pourra 
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s'éloisi;ner  indériuimcnt  ;  si  la  dislancc  de  deux  des  corijs  aiii^iiiciilci'.i, 
on  diniimici'a  à  liiifiiii,  ou  bien  si  elle  reslera  roiiiprise  entre  rcrtaincs 
liinites?  Ne  pciit-oii  |)as  se  poser  mille  qneslions  de  ce  genre,  qui  seroiil 
toutes  résolues  quand  on  saura  consd-uire  (|ualitativenient  \v.s  trajec- 
toires des  trois  coips?  Kl  si  l'on  considère  un  nond)re  plus  grand  de 
corps,  qu'est-ce  (pie  la  question  de  l'invariabilité  des  éléments  des 
planètes,  sinon  une  véritable  (juestion  de  (iéométrie  qualitative, 
puisque,  taire  voir  rpie  le  grand  axe  n'a  pas  de  variations  séculaires, 
c'est  monti'cr  (|u'il  oscille  constamment  enti'e  certaines  limites? 

Tel  est  le  vaste  champ  de  découvertes  (pii  s'ouvre  devant  les  géo- 
mètres. Je  n'ai  pas  eu  la  prétention  de  le  parcourir  tout  entier,  mais 
j'ai  voulu  du  moins  en  fr.tnchir  les  frontières,  et  je  me  suis  restreint 
à  un  cas  très  particulier,  celui  rpii  se  présente  d'abord  tout  natiu'elle- 
nient,  (''est-à-dire  à  l'étude  des  équitions  ililTérenlielles  du  premiei- 
ordre  et  du  premier  degré. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  je  considère  les  courbes  définies    par  U'ic 

équation  de  la  forme 

dx  dy 

T  -  t' 

où  X  et  Y  sont  deux  polynômes  entiers  en  .r  et  en  y.  Ces  courbes,  jt: 
les  appelle  des  camcléristiques. 

Si  l'on  considère  les  deux  portions  d'un*'  nK'me  caractéristique  cjui 
se  trouvent  de  |)artet  d'antre  d'un  de  s(^s  points,  on  aura  di\isé  cette 
caractéristique,  à  moins  qu'elle  ne  soit  une  courbe  fermée,  en  deux 
demi-caractérisliques  distinctes.  Ces  deux  demi-caractéristiques  joue- 
ront, dans  ce  qui  va  suivre,  un  rôle  de  quelque  importance.  Par 
exemple,  supposons  que  la  caractéristique  soit  la  sj)irale  logarith- 
mique 

on  j)ourra  la  diviser  en  deux  demi-caractéristiques,  comprenant,  la 
première,  tous  ceux  de  ses  points  poui  lesquels 

p  •<  J . 

la  seconde,  tous  les  points  pour  lesquels 

p>i. 
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Afin  d'éviter  les  difficultés  que  pourrait  présenter  l'étude  des  bran- 
ches infinies,  nous  supposerons  que  les  courbes  sont  projetées  gnonio- 
niquenient  sur  une  sphère.  Soient  un  plan  P,  et  un  point  quelconque 
la;,  y)  dans  ce  plan  :  si  l'on  considère  une  sj)hère  cjuclcouque  divisée  en 
deux  hémisphères  par  un  plan  parallèle  au  plan  P  et  que  nous  appelle- 
rons plan  de  l'équateur;  si  Ion  joint  le  centre  de  la  sphère  au  point 
[x,  y),  la  droite,  ainsi  déterminée,  coupera  la  sphère  en  deux  points 
diamétralement  opposés;  nous  appellerons  (a7, y,  i)  celui  qui  est  situé 
dans  le  premier  hémisphère,  (.r,  /,  2)  celui  qui  est  situé  dans  le  second 
hémisphère. 

Toute  ligne  droite  du  plan  P  se  projettera  sur  la  sphère  suivant  un 
grand  cercle.  Aussi,  quand  nous  parlerons  de  la  tangente  en  un  point  à 
la  caractéristique,  il  s'agira  de  l'arc  de  grand  cercle  qui  touche  la  ca- 
ractéristique en  ce  point. 

Tout  grand  cercle  coupe  l'équateur  en  deux  points  w,  et  Wo;  l'angle 
de  direction  du  grand  cercle  qui  passe  par  les  points  diamétralement 
opposés  0),  et  ùjo  sera  l'arc  compris  entre  w,  et  un  point  fixe  de  l'équa- 
teur. Le  coefficient  angulaire  sera  la  tangente  de  l'angle  de  direction. 

Enfin,  les  points  d'inflexion  d'une  caractéristique  seront  les  points 
où  elle  est  osculatrice  à  un  grand  cercle. 

Il  est  évident  qne,  tlans  ces  conditions,  si  l'on  excepte  quelques 
points  singuliers,  par  tous  les  points  de  la  sphère  passe  une  caractéris- 
tique et  une  seule,  et  le  coefficient  angulaire  <le  la  tangente  est  donné 
par  l'équation 

d.r  dy 

D'ailleurs,  tout  est  symétrique  par  rapport  au  centre  de  la  sphère. 


CHAPITRE   I. 

DÉFINITIONS    ET    GÉNÉRALITÉS. 

Avant  tlalier  plus  loin,  il  est  nécessaire  de  donner  certaines  défini- 
tions et  ci'rtains  théorèmes  généraux  qui  seront  d'un  grand  secours 
dans  l'étude  qualitative  des  courbes  sphériques. 
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(".onsidcroiis  d'abord  des  courbes  sphériques  m-  |)r(''sentant  ni  point 
double,  ni  point  (r;nrèt. 

Nous  appellerons  cvc/c  sp/ic'rifjae  une  courbe  telle  (pi'après  en  avoir 
parcouru  ini  arc  fini  on  revienne  au  point  de  tiépart  :  par  exemple, 
un  petit  ou  un  i^rand  cercle. 

Nous  appellerons  spirale  spherique  une  coiubc?  qui  coupe  un  cycle 
spbériqiie  en  un  seul  poinl,  par  exemple  la  loxodromie,  qui  coupe 
les  parallèles  en  un  seul  poinl. 

Un  cycle  sphérique  divise  la  surface  de  la  sphère  en  deux  régions 
que  nous  aj)pellerons,  l'une,  Yintérieur du  cycle;  l'autre,  Vextériew  ;  ou 
ne  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  sans  couper  le  cycle. 

Si  l'on  joint  deux  points  d'une  caractéristique  par  un  arc  de  combe 
quelconque  qui  n'ait  avec  la  caractéristique  d'autre  point  commun 
que  ses  deux  extrémités,  l'arc  de  courbe  et  l'arc  de  caractéristique 
compris  entre  les  deux  points  formeront,  par  leur  ensemble,  un  cycle 
sphérique.  Par  exemple,  si  l'on  joint  par  un  arc  de  grand  cercle  les 
deux  extrémités  d'un  arc  de  petit  cercle,  ces  deux  arcs  formeront  un 
cycle  fermé. 

Mais  il  peut  se  présenter  deux  cas. 

Premier  cas.  —  Les  deux  branches  de  courbes  formées  par  la  carac- 
téristique prolongée  au  delà  des  tienx  points  que  l'on  a  réunis  par  un 
arc  de  courbe  quelconque,  sont  toutes  deux  intérieures  ou  toutes  deux 
extérieures  au  cycle  formé  par  les  deux  arcs. 

Dans  ce  cas,  nous  dirons  cjue  l'arc  tle  com'be  soiis-tend  Inrv  de  ca- 
ractéristique. 

C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  le  cas  des  deux  extrémités 
d'un  arc  de  petit  cercle  réunies  par  un  arc  de  grand  cercle. 

Deuxième  cas.  —  IjCs  deux  branches  de  courbes  foi'mées  par  la  carac- 
téristique, prolongée  au  delà  des  deux  points  qu'on  a  réunis  par  un  arc 
de  courbe  quelconque,  sont,  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure  au 
cycle  formé  par  les  deux  arcs. 

Dans  ce  cas,  nous  dirons  que  l'arc  tle  courbe  sur-fend  1  arc  de  ca- 
ractéristique. 

Supposons, par  exemple,  que  la  caractéristicjue  soit  une  loxodromie; 
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elle  coupera  un  ineiiclien  quclcoiuiuc  on  une  infinité  de  |)oints.  C.dii- 
sirlérons  parmi  ees  points  d'intersection  deux  points  consécutifs  et 
concevons  qu'on  les  joigne  d'une  part  j)ar  un  arc  de  loxodroinie, 
d'autre  pari  par  un  arc  de  méridien,  l'arc  de  méridien  sur-lcndra  l'arc 
de  loxodromie. 

De  la  définition  même  des  cvcles  on  |)eut  tirer  immédiatement 'les 
résultats  suivants  : 

i"  Deux  cvcles  se  coiq)ent  en  un  nondjre  pair  ou  infini  de  points; 

y."  Toute  courbe  algébrique  se  compose  d'un  ou  plusieurs  cycles; 

3°  Toute  coiu'be  algébri(|ue  coupe  un  cycle?  quelconque  en  un 
nombre  pair  ou  infini  de  points. 

Théorème  I.  —  Si  l'on  diuise  uni'  caractéristique,  qui  n'ocre  ni  point 
double,-  ni  point  d'arrêt,  en  deux  demi-caractéristiques,  si  l'une  de  ces 
demi-caractéristiques  ne  coupe  aucun  des  cycles  algébriques  qu'en  un 
nombre  fini  de  points,  la  caractéristique  donnée  est  un  cycle. 

En  effet,  construisons  ime  courbe  plane  C  tléfinie  de  la  manière  sui- 
vante :  l'abscisse  d'un  point  |3,  quelconque  de  la  courlje  C  sera  l'arc  de 
la  caractéristique,  compté  depuis  un  point  fixe  a„  jusqu'à  un  point  a, 
correspondant  à  /3,,  et  l'ordonnée  de  /3,-  sera  l'angle  de  direction  de  la 
tangente  à  la  caractéristique  au  point  a,. 

I"  A  un  point  |3,  de  la  courbe  C  correspond  toujours  un  point  a,  et 
un  seul  de  la  caractéristique; 

2"  La  caractéristique  n'ayant  |)as  de  point  d'arrêt,  la  courbe  C  n'en 
aura  pas  non  plus; 

3"  A  un  point  «,  de  la  caractéristique  correspond  :  ou  un  point  /S, 
de  la  courbe  C,  si  la  caractéristique  n'est  pas  un  cycle;  ou  une  infinité 
de  points  /3,  si  la  caractéristique  est  un  cycle; 

L\°  La  courbe  C  ne  coupe  qu'en  un  |)oint  les  droites  parallèles  à 
l'axe  des  j'; 

5"  A  l'une  des  demi-caractéristicjues  correspond  la  partie  de  la 
courbe  C  située  à  droite  de  l'axe  des  y;  à  lautre,  la  partie  située  à 
gauche  de  cet  axe.  Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  demi- 
caractéristirjue  qui,  d'après  hypothèse,  ne  coupe  aucun  cvde  algé- 
brique qu'en  un  nombre  fini  de  points  est  celle  qui  correspond  à  la 
demi-courbe  C,  située  à  droite  de  l'axe  des  y. 
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Première  hypothèse.  —  Il  v  a  sur  la  (Iciiii-courlK'  (1  iiiio  infinité  de 
points  /3/  corrcs|)oii(lant  à  des  |)()iiils  «,  situés  sur  l'équatcur. 

Comme  par  livpoliiéso  la  demi-caractéristique  fonsidéiéc  ne  coupe 
i'éipiateur  (cpii  est  un  cvcle  algébrique)  qu'en  un  nombre  lini  de 
points,  il  n'y  a  (|u'un  nombre  fini  de  points  a,  sur  l'équateur.  Il  faut 
donc  ([u'à  un  jioinl  a,  correspondent  un  nondire  infini  de  points  j3,, 
c'(>st-à-dire  <pi(^  h  caractéristique  son  un  cycle. 

Deuxième  hypothèse.  —  Il  \  a  sur  la  demi-coiu'be  c  une  infinité  de 
points  (3,  où  la  tangente  à  la  coiu'be  (1  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 

(l'est  dire  qu'il  y  a  une  infinité  de  ])oints  /3,  correspondant  à  des 
points  «;,  qui  sont  des  points  d'inllexiou  de  la  caractéristi([ue.  Or  le  lieu 
des  points  d'inflexion  des  caractéristiques  est  une  courbe  algébrique  ; 
donc,  par  suite  do  l'hypothèse  faite  à  l'énoncé  du  théorème,  il  y  a  seu- 
lement un  nondjre  fini  de  points  d'inflexion  à  la  caractéristuiue 
doiniée.  Il  faut  donc  encore  cpi'à  un  point  a,  corresponde  une  infiiuté 
de  points  |3,.  c'est-à-dire  que  la  caractéristique  soit  un  cycle. 

Si  l'on  suppose  qu'aucune  des  hypothèses  1  et  2  ne  sont  remplies, 
quand  l'abscisse  tlu  point  |S,  sera  plus  grande  qu'une  certaine  valeur  a:„, 
ce  point  correspondra  à  un  point  a,,  qui  sera  toujours  dans  uu  même 
hémisphère,  dans  le  premier  hémisjjhère  par  exemple,  et  l'ordonnée 
de  /3,  ira  toujours  en  décroissant  ou  toujours  en  croissant,  toujours 
en  croissant  par  exem[)le.  On  se  trouve  donc  en  présence  d'un  troi- 
sième cas  qui  comporte  lui-même  deux  hypothèses. 

Troisième  hypothèse.  —  Quand  x  varie  'depuis  x^  jusqu'à  l'infini, 
l'ordonnée  de  /3,,  c'est-à-dire  l'angle  de  direction  de  la  tangente  à  la 
caractéristique,  va  toujours  en  <  roissant.  mais  en  restant  plus  petit 
qu'une  quantité  donnée. 

Soient 

jS,  le  point  de  la  courbe  C  dont  l'abscisse  est  x^  ; 
a,  le  point  correspondant  de  la  caractéristique; 
«,«,  la  tangente  à  la  caractéristique  en  a,  ; 
u,   le  point  où  «,4),  rencontre  l'équateur; 

a,   un   point  quelconque   de   la  caractéristique  correspondant   .i    un 
point  p,  situé  à  droite  de  jS,  ; 


î8l 
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(/.i'^i,  la  tangeiile  m  ce  point  ; 

'.),  le  point  où  celte  tangente  rencontre  l'équatenr. 

Quand  «,  s'avancera  sur  la  caractéristique,  oj,  se  tiéplacera  vers  la 
droite,  mais  en  restant  toujours  siu-  l'arc  d'équateur  w,  Wo  ;  la  demi- 
caractéristi(|ue  a,  a,,  qui  ne  peut  fraiichir  l'équatenr,  est  convexe  par 

Fig.   I. 


\\\  potlièse,  et  tout  entière  comprise  dans  le  triangle  sphérique  «,  w,  wj, 
c'est-à-dire  cjue  sa  longueiu'  curviligne  reste  toujours  plus  petite  que 
;<!  0),  -I- to,  «2,  c'est-à-dire  qu'elle  est  finie,  ce  qui  est  absurde;  la 
troisième  hypothèse  est  donc  inadmissible. 

Quatrième  hypothèse.  —  Quand  x  varie  depuis  x^  jus.ju'à  l'infini, 
l'ordonnée  du  point  /3,,  c'est-à-dire  l'angle  de  direction  de  la  tangente 
à  la  caractéristique,  va  toujours  en  croissant  jusqu'à  l'infini. 

C'est-à-dire  que  l'angle  de  direction  de  la  tangente  à  la  caractéris- 
tique jieut  prendre  foutes  les  valeurs 

Jo  +  n-, 

où  jo  est  une  constante  donnée  et  n  un  nombre  po.sitif  entier  qtiel- 
conque.  C'est  dire  que  la  tangente  de  l'angle  de  direction,  c'est-à-dire 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  caractéristique,  est  égale  à 

tang}'„ 


pour  un  iiomhi'e  infini  de  points  [5,  ilifferents. 
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Or  le  lieu  des  points  où  le  coefficient  an^iihiin^  de;  la  taiif^enle  à  la 
earaetéristique  est  égal  à  tangi'o  f-''t  u"*'  courbe  alg(l)ri(|ue(|ni  ne  peut, 
d'après  l'hypothèse,  rencontrer  la  denii-caracléristi(iue  qu'en  un 
nombre  fhii  i\c  points  a,.  Il  faut  donc  encore  ici  qu'à  un  point  a,  cor- 
respondent une  infiiùlé  de  points /3,,  c'est-à-dire  qiu;  la  caractéristique 
donnée  soit  un  cycle. 

En  résumé,  des  quatre  hypothèses  que  l'on  peut  faire,  la  première, 
la  deuxième  et  la  (pialnème  conduisent  à  ce  résultat,  que  la  caracté- 
risti(|ue  est  un  cycle;  la  troisième  est  inadmissible. 

I,e  théorème  est  donc  démontré. 

Définilion.  —  Nous  appellerons  polycjcle  une  courbe  fermée  comnu; 
le  cycle,  mais  présentant  des  points  doubles. 

Exemple  :  intersection  do  la  sphère  avec  un  cylindre  qui  lui  est  tan- 
gent en  un  point 

Système  lopo graphique.  —  Si  l'on  trace  sur  la  sphère  un  système  de 
cycles  et  de  polycycles  tel,  que  par  chacun  des  points  de  la  sphère 
paNse  un  cycle  ou  un  polycycle,  et  un  seul,  excepté  en  (|uelques  points 
singuliers  par  lesipiels  ne  passe  aucun  cvcle,  nous  dirons  que  ce  sys- 
tème de  cycles  est  un  système  topographique,  parce  qu'il  est  analogue 
au  système  des  courbes  de  niveau  d'un  terrain. 

Les  points  doubles  des  polycycles  sont  alors  analogues  aux  cols  de  ce 
terrain,  les  points  singuliers  par  lesquels  ne  passe  aucun  cycle  sont 
analogues  Mix  fonds  et  aux  sommets  du  terrain;  de  sorte  que  nous  ap- 
pellerons ces  divers  points  :  cols,  fonds  et  sommets  du  système. 

Par  .exemple,  le  système  des  courbes 

/(j7,7)  =const., 

où /est  un  polynôme  entier  en  x  et  eri  y,  si  ces  courbes  ne  coupent 
pas  l'équateur,  est  un  système  topographique.  Les  cols  sont  les  points 
où  l'on  a  à  la  fois 

!^  =  ^  =  o      i    '^--^-Y  -  '''^^'  >  o- 

da:         dy  '      \dxdy  j  dx'^  dy-  ' 
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les  sommets  sont  lcsj)oiiits  on  l'on  a 

df  _   df  __  (d.rdy\-  _  '±l<jy^  ^  'iy  ^ 

dx^lty-"'      \    d\f    }    ~  dx^  dy  ^  "'      d.v^  ^  "  ' 

les  fonds  sont  les  points  où  l'on  a 

df        df  /dxdvY        (Pf  d'f     .  d'f     . 

^  =  ;7i  =  "'   (-TTrJ  -  ^^  <;^  <  "•   !><''■ 

De  même,  si  l'on  a  entre  z,  x  et  y  une  relation  algéhriqne 

f[z,x,y)  =  o. 


telle  que  l'on  n'ait  jamais 

d. 


'■^  =  o. 


et  que  s  ne  puisse  rester  fini  et  réel  quand  x  et  j  sont  infinis  et  réels, 

le  système  des  com'bes 

z  =  eonst. 

est  un  système  topograpliique. 
Par  exemple,  soit 

f[z,x,Y)  =  {z  —  xy  —  2  {x^  +  y'  4-  I )  =  o: 


-j-  ne  peut  cire  nul  que  si 


^'°  +  J*  +  '  —  •^• 


ce  qui  est  impossible. 

De  plus,  si  l'on  considère  z  comme  mie  constante,  les  termes  du 
degré  le  plus  élevé  s'écrivent 


2^), 


c'est-à-dire  que  les  courbes  z  =  const.  ne  coupent  pas  l'équaleur, 
c'est-à-dire  que  ces  courbes  forment  un  svstème  topographique. 

Le  lieu  des  points  où  chacun  des  cycles  d'un  système  topographique 
est  tangent  à  une  caractéristique  s'appellera  la  courbe  des  contacts. 

Si  le  système  topographique  est  algébrique,  la  courbe  des  contacts 
sera  elle-même  une  courbe  algébrique. 
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Si  l'on  coiisidiM-c  un  sysicmc  lopographiqiie  <>L  l'im  clos  polycyclcs 
du  syslème  corresiJOMdanl  à  un  «les  cols  du  syslcnu",  une  partie  des 
fonds  et  des  sommets  est  à  l'extérieur  du  polvcycle,  uuo  autn^  partie  à 
1  Ultérieur,  de  sorte  que  chaque  col  (listribucd'unc  certaine  mamère  les 
fonds  et  les  sommets  du  système. 

Deux  systèmes  topo^raphiciu.  s  soiu  arta/oo'Me*  lorsqu'ils  ont  mêmes 
cols,  mêmes  fonds,  mêmes  sommets  et  que  les  fonds  et  les  sommets 
sont  dislnbués  de  la  même  manière  par  les  cols. 


t:HAPlTRE  II. 

ÉTUDE     DES    CARACTÉRISTIQUES     DANS     LE     VOISINAGE    DUN     POINI 

DE     LA     SPHÈRE. 

Avant  d'étudier  les  propriétés  des  caractéristiques  dans  toule  l'c- 
tendue  de  la  sphère,  il  faut  rappeler  les  résultats  déjà  acquis  relative- 
ment à  l'étude  de  ces  courbes  dans  une  région  limitée  de  la  sphère. 
Les  principaux  théorèmes  qui  se  rapportent  à  cette  étude  sont  énoncés 
et  démontrés  dans  divers  Mémoires  de  Cauchy,  intitulés  JAwo;>v?^  sur 
le  calcul  des  limites,  et  insérés  aux  tomes  XIV,  XV  et  XVI  des  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  et  dans  le  célèbre  Mé- 
moire de  MM.  Briot  et  Bouquet,  inséré  dans  le  Tome  XXXVI  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique.  Je  me  suis  moi-même  occupé  de  cette 
question  dans  une  Note  qui  se  trouve  dans  le  XLV«  Cahier  du  Journal 
de  l'École  Polytechnique  et  dans  une  Thèse  pour  le  doctorat  <jue  j'ai 
soutenue  devant  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

Supposons  d'abord  que  le  point  autour  duquel  on  veut  étudier  les 
caractéristiques  soit 


X  et  Y,  qui  sont  des  polynômes  en  x  et  en  v,  peuvent  êtie  également 
considérés  comme  des  polynômes  en  a?  —  «  et  y  —  â  . 
De  sorte  que 

X^a^+a^ix  ~  a)  +  ao[y  ~  ^)-^ 

'^=ba-^b,[x  ~  a.)  +  b^ [y  —  |3 ) •+ 

Jouni.  lie  Math.  (3"  série},  t.  \ll.  —  Novkmbuf.  1.S81.  '((. 
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Premier  cas.  —  rt^  cl  Z'o  ne  sont  pas  mils  à  la  fois;  supposons,  par 
exemple, 

«o^o; 

ff 

l'équation  différentielle  peut  s'écrire 

où  /est  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de 
X  —  a.  et  j  —  /3 . 

Donc,  en  vertu  du  théorème  démontré  par  Caucliy  [Comptes  rendus, 
t.  XIY),  y  peut  s'exprimer  par  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x  —  a  et  se  réduisant  à  jS  pour  j:  =  a. 

Donc,  par  le  point  (a,  |5)  passe  une  caractéristique  et  une  seule. 

Deuxième  cas.  —  «„  =  6„  ^  o. 

Mais  a^,  a,,  6,  et  bn  ne  sont  [)as  nuls  à  la  fois. 

Le  point  (a,  /5)  est  alors  un  point  singulier  ordinaire.  (Commençons 
|)ar  rappeler  un  théorème  relatif  à  ces  points  singuliers,  théorème  que 
j'ai  démontré  dans  ma  Thèse  inaugurale. 

Si  icqualion 

(•"))  (rt,  —  X)(é2  —  X)  —  6,  ao  =  o 

a  deux  racines  différentes,  X,  et  J.o  ; 

Si  le  rapport  de  ces  racines  est  positif  ou  imaginaire,  l'intégrale  géné- 
rale de  l' écjuation 

d.r  c/v 

est  de  la  forme 

s*'37^-=r  const., 

où  z,  et  Z2  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les pidssances  croissantes  de 
X  —  a.,  y  —  j3  et  s' annulant  pour 

X  z=  u,     y  =z  ^. 
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Supposons  que  le  point  {x,y)  se  rapproche  infiniment  du  point  {«.,§), 
de  telle  façon  que 

lim'^^^ =  p.; 

le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  ce  point   [x,y)  aura  pour 
limite 

Donc  la  limite  de  la  droite  qui  joint  les  points  [x,  y)  et  («,  /3)  et  la 
limite  de  la  tangente  à  la  caractéristique  au  point  (a:,  j)  forment  un 
faisceau  homographique. 

Les  droites  doubles  de  ce  faisceau  sont  données  par  l'équation 

p.  (a,  +  a.,\s.\  =  b,  -^  b^p.. 

Soient  p.,  et  p.^  les  deux  racines  de  cette  équation  ;  on  calculera  aisé- 
ment X,  et  In  en  fonctions  rationnelles  de  a,,  «j,  b,,  bo,  p.,  et  p.^. 

Maintenant  on  peut  diviser  le  deuxième  cas  en  quatre  cas  subor- 
donnés principaux. 

Premier  cas  subordonné.  —  Les  droites  doubles  du  faisceau  homo- 
graphique sont  réelles,  et  deux  droites  conjuguées  quelconques  du 
faisceau  sont  ou  toutes  deux  dans  l'angle  aigu  formé  par  les  deux 
droites  doubles,  ou  toutes  deux  dans  l'angle  obtus. 

Dans  ce  cas,  X,  et  Xj  sont  réels  et  leur  rapport  est  positif;  le  théo- 
rème que  nous  avons  rappelé  en  commençant  est  donc  aj)plicable,  et 
l'intégrale  générale  s'écrit 

sj'  2~*"-  =  const. , 

où  z,,  z-i  sont  des  fonctions  réelles  de  a?  et  de  j  s'annulaul  pour 

pendant  que  X,  et  Xj  sont  deux  nombres  réels  positifs. 

Il  s'ensuit  que  toutes  les  caractéristiques  vont  passer  par  le  point 
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singulier  (a,  fij,  pourvu  qu'elles  pénètrent  dans  une  région  de  la 
sphère  assez  voisine  de  ce  point  [)oin-  cpie  z,  et  z„  soient  convergents. 

Un  pareil  point  singulier  s'appellera  un  nœud. 

Soil,  par  exemple,  à  étudier  les  earacléristiques  qui  satisRnit  a  l'é- 
quation 

djr        cly 

dans  le  voisinage  du  point 

X  ^  y  ^  o. 

[.'équation  générale  de  ces  caractéristi(jues  s'écrira 

y  =  ka\ 

où  X-  est  une  constante.  Dans  le  |)laii,  cette  équation  représente 
une  série  de  paraboles  ayant  même  axe  et  ayant  leur  sommet  à  l'ori- 
gine; sur  la  sphère,  cette  même  équation  représentera  les  intersections 
de  la  sphère  avec  les  cônes,  qui  ont  le  centre  de  la  sphère  pour  sommet 
et  ces  paraboles  pour  base. 

Toutes  ces  intersections  passent  évidemment  par  le  point 

x  =  y=o. 

Deuxième  cas  subordonné.  —  Les  droites  doubles  du  faisceau  homo- 
graphique  sont  réelles;  mais  deux  droites  conjuguées  du  faisceau  sont 
situées  de  part  et  d'autre  de  ces  deux  droites  doubles. 

Dans  ce  cas,  y  est  réel  et  négatif,  et  le  théorème  dont  nous  avons 

parlé  n'est  plus  applicable. 

Mais  MM.  liriot  et  Bouquet  ont  fait  voir,  dans  un  Mémoire  inséré  au 
Journal  de  V École  Polytechnique,  XXWP  Cahier  qu'il  passe  par  le 
point  (a,  /3)  deux  caractéristiques  et  deux  seulement. 

Un  pareil  point  singulier  s'appellera  ini  col. 

Soit,  par  exemple,  à  étudier  dans  le  voisinage  de  l'origine  des  carac- 
téristiques détinies  par  l'équation 

d.c  dy 

'^  ~       y' 
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l.'inlégralo  griu-ralo  s'écrit 

xy  =  const. 

et  les  seules  caractéristiques  (|ui  |)assent  par  le  point 

X  =y  =  o 
sont  les  deux  grands  cercles 

X  =^  o,      y  =  o. 

Troisième  cas  subordonné.  —  Les  droites  doubles  du  faisceau  lioino- 
grapliique  sont  imaginaires,  et  ce  faisceau  ne  se  réduit  pas  à  un  sys- 
tème de  droites  en  involution. 

Dans  ce  cas,  X,  etX,  sont  deux  imaginaires  conjuguées  et  leur  rapport 
est  imaginaire.  Le  théorème  général  s'applique  et  l'intégrale  générale 
s'écrit 

z]'z;^'=  const., 

où  z,  etSo,  À,  et  X2  sont  imaginaires  conjuguées. 
Soit 

z,  =l-hiin,     X,  =  Y  +  iô 

Zï  =  ^  —  iri,     X2  =  Y  —  io. 
L'intégrale  générale  s'écrit  alors 


p_^_^2-.^^^tIAY  =  const. 


^^         ■  '  \i  —  i-n 

Les  courbes  H^  +  13^^  const.  (où  ?  et  yj  sont  des  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  croissantes  de  x —  a  et  y — jS,  et  s'annulant 
pour  X  =  a,  j  =  P)  sont  évidemment  des  cycles  qui  ne  se  coupent  en 
aucun  point  et  qui  forment  dans  la  région  voisine  du  point  (a,  /3  un 
système  topographique  dont  le  point  (a,  ]S  )  est  un  sommet. 

Or,  si  l'on  remarque  que  les  équations 
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ne  donnont  potir  S  cl  y;,  ot  par  conséquent  pour  x  ot  j-,  qu'un  seul  sys- 
tème (le  valeurs  réelles,  ou  reconnaîtra  que  les  caractéristicpies  ne 
coupent  les  cycles 


S-  +  -/3 


qu'en  un  seul  i)oint  et  que,  par  conséquent,  ces  caractéristiques  ne  sont 
autre  chose  que  des  spirales;  un  point  qui  parcourt  ces  spirales  dans 
un  certain  sens  va  en  se  rapprochant  indéfiniment  de  l'origine. 

Un  pareil  point  singulier  s'apj)ellera  un  foyer. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 


dx  dv 


■y 


dont  l'intégrale  générale  est 


A  ^ 


[x'  +.y^  )  (  ''^  _  ':'^  )  =  const. 


Si  l'on  passe  aux  coordonnées  polaires,  cette  intégrale  devient 

jS-  £--'"=  const., 

ce  qui  nous  donne,  dans  le  plan,  une  spirale  logarithmique,   et,  par 
conséquent,  sur  la  sphère,  luje  spirale  sphérique. 

Quatrième  cas  subordonné.  —  Les  droites  iloubles  du  faisceau  homo- 
graphiqne  sont  imaginaires  et  ce  faisceau  se  réduit  à  un  système  de 
droites  en  involution. 

Dans  ce  cas,  >.,  et  X.,  sont  imaginaires  conjuguées,  mais  leur  rapj)ort 
est  ég.d  à  —  I .  Le  théorème  que  nous  avons  rappelé  au  début  n'est 
donc  pas  applicable  en  général. 

Ce  quatrième  cas  est  plus  particulier  que  les  précédents  et  il  ne  se 
présentera  pas  si  X  et  Y  sont  les  polynômes  les  plus  généraux  de  leur 
degré.  Bornons-nous  donc  à  quel(|ues  remarques. 

D  abord,  il  est  imj)ossible  qu'une  branche  de  caractéristique  vienne 
passer  par  1(î  ])oint  a,  p,  puisque  sa  tangente  devrait  être  précisément 
l'une  des  droites  doubles  de  l'involution  qui  sont  imaginaires. 
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Mais,  d'aprc's  ce  qu'on  verra  plus  loin,  loutcî  caractéristiqne  est  un 
cycle  ou  une  spirale;  donc,  ou  bien  les  caractérislicpies  seront  des  spi- 
rales, et  un  point  qui  les  parcourrait  tournerait  autour  du  point  {a,  fi) 
en  s'en  i'apj)rocli;ait  indéfiniment  :  h;  point  [a,  fi)  serait  alors  encore 
un  foyer  ;  ou  bi(Mi  les  caractéristi(|ues  lorinent  un  systènK!  lopogra- 
phique  dont  {oc,[i)  est  un  sonnnet,  et  alors  le  point  (a,  fi)  est  un  centre. 

C'est  ce  qui  arrive  qu  uid  le  théorème  que  nous  énoncions  au  début 

est  applicable,  malgré  la  ^aleur  négative  de  r-^- 
En  effet,  dans  ce  cas,  l'intégrale  s'écrit 

z^  ^2  ^  A, 
où 

s,  =1 +  «■■/], 

:;,  =  :  — r/î; 
c'est-à-dire 

et  les  caractéristiques  forment  évidemment,  dans  ce  cas,  un  système 
topographique  de  cycles. 
Par  exemple,  l'équation 

a  pour  intégrale  générale 


dx  dv 


X-  -+-  y^ 


Cas  particuliers  laissés  de  côté.  —  Dans  ce  qui  précède,  on  a  laissé 
de  côté  les  cas  particuliers  où 

A,  =  /j,      A|  =  o, 

cas  qui  ne  se  présenteront  pas  si  X  et  Y  sont  les  polynômes  les  plus 
généraux  de  leur  degré. 
Or,  pour  que 

Ai  ^^  Ao, 

il  faut  et  il  suffit  que 

(a,  +  b^Y  —  b,a2  -+-  a,  b^  =  o. 

Dans  ce  cas,  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  fait  voir  qu'une  infinité  de 
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caractéristiques  passent  par  le  point  («,  [3  ),  c'est-à-dire  qu'on  a  encore 
affaire  à  un  nœud. 

Les  cinq  cas  précédents  comprennent  tous  les  points  singuliers  a,  [i, 
tels  que  les  deux  courbes 

X  =  o,     Y  =  o 

s'y  coupent  en  un  seul  point  et  non  en  plusieurs  points  coniondus. 
Ces  points  singuliers  s'appelleront /Jom/5  singuliers  de  première  espèce, 
et  l'on  a  vu  qu'il  v  avait  quatre  sortes  de  pareils  points  :  les  nœuds, 
les  cols,  les  foyers  et  les  centres. 
Reste  à  examiner  les  cas  où 

1,  =  o 
et  ceux  où 

a,  =«2  =  0 

ou 

b,  =  b2  =  o. 

Ces  cas  se  présentent  quand  les  courbes  X  =  Y  =  o  se  coupent  en 
plusieurs  points  confondus  au  point  (a,  P). 
En  effet,  dire  que 

a,  =:  flo  =  o, 

c'est  dire  que  X  =  o  offre  un  point  multiple  en  (a,  /5). 

Dire  que 

è,  ^  è„  =  o, 

c'est  dire  que  Y  =  o  offre  un  point  nudtiple  en  (  a,  /3  j. 

Dire  que 

),,  =  o, 
c'est  dire  que 

c'est-à-dire  que  les  courbes  X  =  o,  Y=  osonf  tangentes  au  poinl(a,|3j. 
De  pareils  points  singuliers  s'ap])elleront /;o;V//.?  singuliers  de  seconde 
espèce,  et  il  est  évident,  d'après  ce  qui  précède,  qu'ils  pourront  toujours 
être  considérés  comme  la  limite  d'un  système  de  plusieurs  points  sin- 
i^uliers  de  première  espèce  confondus  ensemble. 
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Les  particularités  que  |icii\ent  présenter  de  pareils  points  soiil  hop 
nombreuses  et  trop  diverses  pour  que  nous  les  étudiions  en  détail. 
Remarquons  que  de  pareils  points  ne;  peuvent  exister  si  X  et  Y  sont 
les  polviiônies  les  plus  généraux  de  leur  degré. 

Points  situes  sur  l'équateur.  —  Dans  ce  qui  précède,  on  a  supposé 
implicitement  que  a  et  ^  restent  finis,  c'est-à-dire  que  le  point  a.  j'i) 
n'est  pas  sur  l'équatetu-. 

Mais  le  cas  où  a,  ft  esl  sur  l'cquatcur  peut  se  ramener  aisément  aux 
cas  déjà  étudiés. 

Considérons  d'abord   un  |)oiMt  de  l'équateur  non  situé  sur  le  grand 

cercle 

a;  =  o, 

nous  [)o.serons 

I  i 

X  =z  -,    y  =  -■ 

Si  l'on  considère  ensuite  s  et  i  comme  les  coordonnées  d  lui  point 
dans  un  plan,  ce  point  ne  sera  autre  chose  que  la  projection  gnomo- 
nique  du  point  {^x.y)  de  li  sphère  sur  un  plan  par.dlèle  an  plan  du 
grand  cercle 

.r  =  o. 

Pour  le  point  («,  p)  de  la  sphère,  ces  coordonnées  :;  et  /  seront  finies, 
c'est-à-dire  qu'on  sera  ramené  aux  cas  étudiés  dans  le  commencement 
de  ce  Chapitre. 

Si  l'on  voulait  étudier  les  caractéristicpxes  dans  le  voisinage  de  1  in- 
tersection de  l'équateur  et  du  grand  cercle 

X  =  o, 
on  poserait 

_  '        .  _  ' 

et  l'on  raisonnerait  de  la  même  manière. 


Jour/i.  Je  Mnth.  (3"  série),  tome   VII.  —  Df.ocmbre   1881.  -^O 
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CHAPITRE  HI. 

DISTRIBUTION    DES    POINTS    SINGULIERS. 

Théorkime  II.  —  Tout  système  de  caractéristiques  admet  des  points 
singuliers. 

Première  liypollièse.  —  Les  courbes 

X  =  o,     Y  =  o 

se  tonnent  en  des  points  non  situés  sin"  l'équateiîr. 

Dans  ce  cas,  ces  points  d'intersection  sont  é^i(lennnent  des  points 
singuliers 

Deuxième  hypothèse.  —  Les  courbes 

X  =  o,      Y  =  o 

se  coupent  en  un  point  situé  sur  l'équateur. 

.Supposons  que  ce  j3oint  ne  soit  pas  sur  le  grand  cercle 

X-  ^  o, 
nous  poserons 

X  =  -.'    y=  z' 

et,  si  m  est  le  degré  de  celui  des  deux  polynômes  X  et  Y  dont  le  degré 
est  le  plus  élevé,  nous  poserons 

L'équation  différentielle  devient  alors 

dz       _         dt 
-  ;\i  ~  V,— <\, 

poiu"  t  ^^  a^  ;  ^=  o;  on  a,  par  hvpotiiése, 

Y,   =:X,=   0, 
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Cl  par  ron.seqiu'iil 

zX,  =  o,      Y,  — ^X,-^o, 

c'est-à-(liic  (|nc  le  |)(jiiit 

t  :=  a,     s  =  o 

csl  iiii  |)oint  singulier  tk-  l'cqualioii  j)ro[)osée 

Troisième  hypothèse.  l^cs  courbes  X  =  o,  Y  =^  o  ne  se  coupent  en 
aucun  ])oint  Le  degré  (!(>  X  est  plus  grand  que  celui  de  Y.  Dans  ce  i  as, 
l'un  au  moins  des  deux  polynômes  X  el  Y  est  de  degré  pair.  De  |)lus  V  , 
est  divisible  par  s,  de  sorte  (|ue 

Y,  =  sY,. 
Or  il  est  clair  que  pour 

z  ^  /  =  o 
on  a 

sX,  =  sYa—  ^X,  —  o, 

et  que  par  conséquent  le  point 

2  =  f  =  o 
est  un  point  singulier. 

Qua/rième  hypothèse.  —  Les  courbes  X  =  o,  Y  =  o  ne  se  coupent 
en  auciui  point.  Le  tlegré  de  X  est  inférieur  à  celui  de  Y.  Dans  ce  cas 

on  poserait 

;  1 

^=  3'  ^^^  :.' 

et,  en  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  ferait  voir  <jue 

z  ^  /  =1  o 
est  un  point  singulier. 

Cinquième  hypothèse.  —  Les  courbes  X  =  o,  Y  =  o  ne  se  coupent  en 
aucun  point.  Le  degré  de  X  et  de  Y  est  le  même. 

Si,  de  plus,  Xo  et  Yj  sont  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  de  X  et  ^  , 
on  n'a  pas  identiquement 

J?Y„— jX,^:  O. 


396  H.     POINCARÉ. 

Dans  ce  cas,  le  degré  de  X  et  de  Y  étant  m,  et  néeessairemenl  |)aii-.  la 
fonction  ^'Y^  jXj  est  homogène  en  x  et  y  et  de  degré  /?/  +  i ,  el 
par  conséquent  de  degré  impair. 

Elle  s'annule  donc,  soit  pour  x  =  o,  soit  pour  une  eerl;unc  xalcnr 

finie  lie  — ■ 
œ 

Si  elle  s'annule  pour  une  certaine  valetu'  a  de      >  on  aura  a   la    l'ois 

pour 

^  =  a,      z  =^  o, 

3X,  =  Y,-^X,  =  o 

quand  on  aura  posé  ^ 

I  I. 

jr  =  -  >     V  =  - , 

Z         "  z 

c'est-à-dire  que  le  point 

t  =^  a,      s  =:  o 

sera  un  point  singulier. 

.Si  la  fonction  xY^  —  jX^  s'aniude  pour  x  =  o,  on  posera 

t  I 

x=  -'    7=  ,' 

et  l'on  verra,  comme  précédemment,  que  le  point 

t  ^  z  :=  o 
est  im  point  singulier. 

Sixième  hypothèse.  —  Les  courbes  X  et  Y  ne  se  coupent  en  aucun 
point.  Le  degré  de  X  est  le  même  que  celui  de  Y  si,  de  plus,  Xj  et  Y, 
sont  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  de  X  et  de  Y;  on  a  iderificpic- 
ment 

xY^  —  yli>=  o. 

(^ette  hypothèse  est  inadmissible. 
En  effet,  si  l'on  a  identiquement 

,rY,=jX,. 

Xj  est  divisible  par   x  et  égal   à  -iXj,   \  ,  esl  divisible   [)ar    v  et   égal 
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à  J'Y, .  (le  sorte  (juc  Tom  a  identiquement 


ou 


Maintenant  '^^,  =  X;,   esl    inie   lunclion    lioinoi^ène  de  degré  impair 
en  .r  et  en  y,  done  elle  sainnde  soit  pour  .r  =;  n.  soit  |)onr  une  cer- 


taine valeur-  réelle  a  de  — 


Donc,  soit  pour  oc  =:  o,  soil  pour      =^  y.,  on  aurait  forcément 

X,  =  Yj  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  courbes  X  =:  o,  Y  =  o  se  couperaient  en  un  point 
de  l'équateur,  ce  qui  est  contraire  à  rii\  pothése 

En  résumé,  des  six  liypotlièscs  que  l'on  peut  faire,  la  sixième  est 
inailmissible;  si  l'une  des  cinq  autres  est  réalisée,  l'équation  différen- 
tielle admet  des  points  singuliers,  soit  sur  l'équateur,  soit  hors  de 
l'équateur. 

Cas  général.  —  On  peut,  sans  nuire  à  la  généralité,  supposer  : 
i"  Que  les  polynômes  X  et  Y  sont  de  même  degré: 
2"  Que  si  Xj  et  Yj  sont  les  termes  du  degré  le  plus  élevé  de  X  et 
de  Y,  on  n'a  pas  identiquement 

icYj  — yX,  =  o; 

3^'  Que  les  coin-hés  X  ^  Y  ^  o  ne  se  coupent  nulle  part  en  plu- 
sieurs points  confondus  et  ne  se  coupent  pas  sur  l'équateur; 
4"  Que  l'équation 

j'Yo  —  J'Xo  =  o 

n'ait  pas  de  racines  multiples. 

Dans  ce  cas,  l'équateur  est  toujours  une  caractéristique,  et  tous  les 
points  singuliers  sont  de  première  espèce.  De  plus  on  peut,  sans  nuire 
à  la  généralité,  supposer  que  tous  les  points  singuliers  sont  des  nœuds, 
des  cols  et  des  foyers. 
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Le  nombre  des  points  singuliers  est  évidemment  pair.  piiisc|ui'  loiit  est 
symétrique  par  ra])])ort  avi  centre  de  la  spliùic. 

l^e  nombre  miiiiininn  des  points  singuliers  est  donc  égal  à  -2.  et  ce 
cas  peut  se  présenter  de  deux  manières  : 

i"  Les  courbes 

X  =  o,     Y  =  o 

ne  se  «-oupent  en  aucun  point;  mais  l'équation  homogène 

x^ .,  —  jkXo  =  o 

admet  une  solution  réelle  et  une  seule.  . 

On  a  alors  sur  l'équateur  deux  points  singuliers  diamétralement  op- 
posés. Je  dis  que  ces  points  singuliers  sont  toujours  des  nœuds.  Pour 
le  démontrer,  il  faut  étudier  les  propriétés  générales  des  points  singu- 
liers situés  sur  l'équateur. 
Supposons  que  pour 

/  =  a ,      :;  =  o 
on  ait 

sX|  =  Y,  —  zX,  =  o 
et 

X.^o,     Y,5o. 
Posons 

^  ^  //  +  a, 
et  soit 

X,  =  ;S,  4-  >.o  +1,11  +  1.11-  +  ...  +  }.,„  u'", 

Y,  —  zrj,  +  u.„  +  ij. ,  Il  +  p.,  u--h...+  iJ.,„  II'" , 

où  ^1  et  vj,  sont  des  polynômes  entiers  en  z  et  en  u,  et  où  les  >.  et  les  p. 
sont  des  constantes.  Il  vient,  en  posant 

A,,  II-  +  ...  +  !,„  u'"  =  B.,  Il- , 
p.,  ir  +  . . .  +  ix,„  u'"  =  -/j  2  «■- , 

X,  =  li^é.,  +  z'B,  +  ).„  +  >,,  u, 

Y,  =  irri..  +  zv),  +  [J.»  +  ;x,  w; 
d'où  l'on  tire 

N  ,  —  /X,  =--  r-H,  +  u-çn+  (p.„—  >.„a)  +  [fj.,  —  \,a-    Xo)m. 
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où  2,  Cl  Ç2  sont  (les  polynùiiics  ciilicrs  en  z  cl  u.  l.'(''(|ii,ili()n  (lidcrcii- 
tielle  s'écrit  alors,  (>ii  rcmarquani  ([iic  l'on  doit  avoir  y.,,  =  /«a, 


'h  du 


—  J(X„4-  ),,(/  -f-  ,-;,   .)-  ii-l,)  (|;.j_  X,a—  X(,)h  +  30,+  «-Oj 

où  ô,  et  îo  sont  (les  polvnùrncs  cii  z  (  t  u. 
TiCs  racines  tie  réqnation  (5)  sont  alors 

—  ).„     el     iJ.,  —  X,a  —  X„. 

Ces  deux  racines  sont  n'-clles. 

Donc  tout  point  singulier  situé  sur  l'cquateur  est  un  nœud  ou  un  col. 
(C'est  ce  qu'on  devait  prévoir,  l'équatcur  étant  une  caractéristique.) 

Pour  qu'il  soit  un  nœud,  il  faut  et  il  suffit  que 

X,^ +  )>„),,«  —  ).„  y.,  >o. 

Or  le  premier  membre  de  cette  inégalité  est  précisénienl  la  valeur 

que  prend  pour 

y  =  ax 
l'expression 

Nous  n'en  changerons  pas  le  signe  en  écrivant 

d  f\,        Y 


(fv'VXj       a- 


c'est-à-dire  que  le  point  singulier 

V 

—  =  a 
a: 

sera  un  col  si,  quand  -  passe  de  a  —  £  à  a  +  ;,  l'expression  r^j  —  — 
passe  du  négatif  au  positif,  et  qu'il  sera  un  nœud  si,  quand  -  passe  d(; 
a  —  £  à  a  -I-  £,  l'expression  ^  —  —  passe  du  négatif  au  positif. 
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Cela  posé,  nous  allons  introduire  unv  considération  nouvelle  qui 
nous  rendra  les  plus  grands  services.  Soit  un  cycle  situé  tout  initier 
dans  un  hémisphère.  Ce  cycle  divise  la  sphère  en  deux  régions,  dont 
l'une,  située  tt):it  entièi'e  dans  l'un  des  hémisphères,  s'appellera  Vin- 
tèrieur  du  cycle- 

Si  le  cycle  est  tout  entier  dans  le  |)remier  hémisphère,  nous  ilirons 
qu'un  point  mohile  décrit  le  cycle  dans  le  sens  positif  s'il  a  constani- 
menl  l'intérieur  du  cycle  à  sa  gauche;  si,  au  contraire,  le  cycle  était 
dans  le  second  hémisphère,  un  point  décrirait  le  cycle  dans  le  sens 
positif  s'il  en  avait  constamment  l'intérieur  à  sa  droite. 

Supposons  qu'iuî  point  mobile  décrive  le  cy(Je  dans  le  sens  positif 

Y 

et  considérons  les  variations  de  l'expression  :^-  Soit  h  le  nombre  de 

fois  que  cette  expression  saute  de  —  co  à  +  ^c  ;  soit  k  le  nombre  de 
fois  que  cette  expression  saute  de  +  ce  à        -j^  .  Soit 


le  nombre  i  s'appellera  V indice  du  cycle. 

Si  l'on  joint  deux  points  A  et  C  d'un  cycle  ABCDA  par  un  arc  AMC 


situé  tout  entier  à  l'intérieur  du  cycle,  le  cycle  ABCDA  se  trouve  dé- 
composé en  deux  cycles  ABCMA,  AMCDA,  et  l'on  a  évidemment 

iad.  ABCDA  :=  ind.  ABOVIA  -h  ind.  AMCDA, 

de  sorte  qu'on  peut  ramener  le  calcul  de  l'indice  d'iui  cycle  quel- 
conque au  calcul  de  l'indice  des  différents  cycles  infiniment  petits  qiu 
le  composent. 


coiiiuii:s   iii;riNu;s  i>au    hm:   liniiATio.v    i)iii'i:iii;\  rii:r,i-.i;.         \i>\ 

TiiKoiiîcAii:  111.  --  ///  cycle  infinirncnl  petit  (jui  ne  contient  à  suit  in- 
térieur aucun  point  singulier  d  pour  indice  o. 

l'.n  cHcl,  si  ce  cycle  ii'csl  pas  conpi''  ywv  la  coiirjjc  X     -  o. 

/l  z^  o,       fc  ^  ()  ,       i  =x  z=z  o. 

Si  le  cycle  est  coupé  par  la  coiiilie  X  =--  o,  il  n'est  pas  coupe  pai'  lu 
courbe  Y  =  o;  Y  est  toiijoiiis  de  iiièine  siyne  et  X  passe  iiiie  l'ois  du 
positif  au  iiégalif,  une  lois  du  uéi^atifau  jjositif;  d'oii 

,                 ,                 .        A  -  /. 
/i  =  I  ,      A-  =  I  ,      i  =  — ^ =  o. 

De  même,  si  la  coin'be  X  =  o  présentait  à  l'iiitériein'  {\u  cmIc  un 
point  multiple  d'ordre /«,  on  aurait 

,  ,  .        A  -  X- 

h  =^  m,     /:  =  m ,     i  =  =  o . 


TriÉORÎiHE  lY.  —  Si  un  cycle  infiniment  petit  contient  à  son  intérieur 
un  point  singulier,  son  indice  est  égal  à  ±  \ . 

Il  est  égal  à  +i  si  le  point  singulier  est  lui  col;  à  —  r  si  le  point 
singulier  est  un  nœud  ou  un  loyer. 
En  effet,  posons 

y  —  /3  =  p  sin&j,     x  —  ce.  ^^  p  cosw, 

et  supposons  que  l'on  considère  le  cycle  ' 

p  étant  une  constante  infiniment  petite. 

Pour  décrire  ce  cycle  dans  le  sens  positif,  il  faut  faire  varier  w  de- 
puis o  jusqu'à  2  7r. 

Or  on  a,  en  négligeant  les  infiniment  petits  et  reprenant  les  nota- 
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rions  du  C-liapitiT  précédent. 


X        fl,  -t-  rt,  tango)  ^ 

X  s';innule  deux  fois,  car,  quand  u  varie  depuis  o  jusqu'à  an, 

a,  -+-  a.,  tangw 

s'annule  deux  fois  pour  deux  valeurs  de  «  que  nous  ajipellerons  (,)„ 
et  Wo  +  71.  Pour  oi  =  w„  —  s,  où  t  est  infiniment  petit,  on  a 

tang  =  w  tangojo  —  ", 

où  Ç,  est  positif  et  infiniment  petit.  On  a  donc 

Y  A,  H- 6.,  tangion— />,!; 

\         rt,  -f-  «2  taiii.''"»  —  ci-i  î 

Remarquons  que  tangw„= ^;  il  viendra,  en  négligeant  h.^1.  de- 
vant bf  4-  ^2  tang'.jy, 

Y        rt,  6, —  «2^1  I 


Y 

Donc,  si  rt|  b.,—  a.,b,       o,  :^  pour  w  =;  w^  et  pour  '»  =  oj^  +  tt.  saute 

de  —  00  à   -h  00  ,  on  a 


«   =:   2,        A=   o,         /=    =^    I  . 


Y 

Si,  au  contraire,  a,  b..  —  a^b,  >  o,  -^  pour  co  =  w„  et  povu"  o)  =  ^) 

saute  lie    -f-  x^  à  —  se  ,  on  a 

/  /  .       h~k 


Maintenant,  (jut^lle  est  la  condition  poui-  (|ue 
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lioprcMioiis  r('(|u;ili()ii  !  '>)  qui  s'rcrit 

(r/,  —  X)  (i.  —  X)  —  a^i,  =  o. 

ii  csl  évident  (lu'oii  aiii'a 

rt,  b.^  —  a-^h^  '^  o, 

si  les  deux  racines  de  l'équation  sont  imaginaires  ou  de  même  signe, 
c'est-à-dire  si  le  point  singidier  est  un  nonid  ou  un  foyer.  On  aura  au 
contraire 

a,  b^  —  a^bf  <l  o, 

si  les  deux  racines  sont  réelles  et  de  signe  contraire,  c'est-à-dire  si  le 
point  singulier  est  un  col. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Problème  1.  —  Calculer  l'indice  d'un  cycle  situé  tout  entier  dans  l'un 
des  hémisphères. 

Soient  N  le  nombre  des  nœuds,  F  le  nombre  des  foyers,  C  le  nombre 
des  cols  contenus  à  l'intérieur  du  cycle. 

Si  l'on  décompose  le  cycle  donné  en  une  infinité  de  cycles  infiniment 
petits  j, 

Un  nombre  infini  des  cycles  y  auront  pour  indice      o; 

N  +  F  des  cycles  y  »  —  i  ; 

C  des  cycles  y  »  -\-  \ . 

L'indice  du  cycle  donné  sera  donc 

-  (N  +  F-C). 

Problème  TL  —  Calculer  l'indice  de  l'équateur. 

Soient  2N'  le  nombre  des  nœuds,  2C'  le  nombre  des  cols  situés  sur 
l'équateur. 

Soit  /  ^  -  ;=  tanirw. 


'(()4  n.    j'oiNCAHi:. 

F'"ais()iis  \ari('r  'd  depuis  —  -  jiis(|u'à  +  >  cCsIsi-dirc  lang'.j  depuis 
—  3C  juscm'a    -I-  co  .    l'ont  étaiii  sMiieliiquc   par  rapport  au  cciilrc  de 

la  sphère,  ^  =  v-'  pi'<-'ii(l  pour  m  +  n  la  tuèuic  \al<ur  (pic  pour  -,)  ;  (piaud 

...  .  ,         .  -  ■  ,,         3  -     ^  .  ,  ,         . 

ou  ici'ait  \arier  «depuis  -\ — jusqii  a  H — ^>  :^  repasserait  par  les  nieines 

valeurs  que  ((uaïul  ',>  variai!  de  —  ^  à  +  -• 

Donc,  '/)  variant  de   —  -  à  +  ">  v^  sautera  -  (ois  de  —  -»  à  +  x  ,  et 

-  fois  tle  +  co  à  —  co  . 

Cloci  posé,  si  l'on  considère  rexpr<'Ssion 

H  =  t;^  —  -  =  v  —  tano;w. 

pour  '.■>  =  —     7  on  a 

.        •   .        •    U  =  +  ^  ; 
pour  I,}  =  +  -1  on  a 

H=  -  ^  . 

Soient  X  le  nombre  de  fois  que  II  passe  du  négatif  au  positif,  [x  le 
nombre  de  fois  que  II  j)asse  du  positif  au  négatif,  on  aura  évideni- 
menl 

[j.  —  À  =  I . 

Or  II  peut  passer  du  négatif  au  |)ositif,  soit  par  o,  ce  qui  correspond 
à  un  col,  soit  par  ce  ,  ce  qui  correspond  à  l'une  des  -   valeurs   de   w, 

pour  lesquelles  ^  saute  de  —  oc  à  -f-  oc  . 
(Jn  a  donc 

Do  même 


<l   ou 


IV  —  (.  =  I  H =  I  +  t. 


il  ou 

/=lS'-C'-i 
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ScoUp  —  Si  le  nombre  (les  iKi'uds  siliu's  hors  de  l'cqiiatetir  est  P,N, 
celui  (les  (overs  situés  liors  de  l'einialeiir  :>.[',  celui  des  cols  situés  hors 
de  léquateur  iV.,  celui  des  nœuds  situés  sur  r((|ualcur  2N',  celui  des 
cols  situés  sur  l'ctiualcur  2E',  ou  a  la  r(>lati(iu 

N'-+-  ^  -f-  F  =  (',  +  (7+  I. 

Eu  effet,  |)()uroi)teun'  ce  r(\sullal,  il  sulfit  d'é^'aler  les  deux  valeurs  de 
riudice  de  l'équateur  oblenues  dans  les  deux  [)rohlèmes  précédeuts. 

Corollaire  I.  —  Le  nombre  total  des  lucuds  et  des  foyers  est  égal  au 
n.Mubre  total  des  cols  plus  2. 

Coiollaire  II.  —  Le  nondire  total  des  points  singuliers  est  un  mid- 
liple  de  4  plus  2. 

Corollaire  III.  —  Si  le  uombre  des  points  singuliers  se  réduit  à  2,  ces 
points  sont  des  nœuds  et  des  foyers;  ils  sont  toujours  des  nœuds  s'ils 
sont  sur  l'équateur. 

La  courbe  X  =  o  et  la  courbe  Y  =  o  se  composent  d'iui  certain 
uombre  de  cycles.  Considérons  deux  quelconques  de  ces  cycles  :  ils  se 
couperont  en  un  nombre  pair  de  points. 

Soient  »„,  (z,,  . . .,  a^,,  les  2/i  points  d'intersection  de  ces  deux  cycles 
rangés  d'après  l'ordre  où  on  les  rencontre  en  parcouratit  l'un  des  deux 
cycles,  le  cycle  X  =:  o,  par  exemple,  dans  le  sens  positif. 

Théo RK ME  V.  —  Supposons  que  deux  points  consécutifs  sc^  et  «^  1 
soient  situés  dans  le  même  hémisphère;  je  dis  que  si  v.f,  est  un  nœud  ou  un 
foyer,  a^^,  est  un  col,  ou  réciproquement. 

Pour  cela  il  sufiit  île  faire  voir  (pie  tout  cycle  qui  enveloppe  v,,-  et  U/,  , 
a  |)our  indice  o. 

Eu  effet,  soit{/ig.  3)  AB  l'arc  du  cycle  X  =  o,  sur  lequel  se  trouvent 
les  points  «A  et  X/,.^,  ;  soient  CD  et  EF  les  arcs  du  cycle  Y  =  o  qui  \ien- 
ueiit  couper  AB  respectivement  en  «^  et  «a+,. 

Il  est  évident  que,  pour  le  cycle  ADFBECA, 

/  /  .A-/. 


'l()() 
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Supposons,  au  contraire,  que  les  points  «/;  et  al^^  soient  clans  lienx 
liémisplières  différents. 

FIg.  3. 


Je  dis  que  si  «/,  est  un  col,  a/,^ ,  est  un  col,  et  que  si  a^  est  un  ncend 
ou  un  foyer,  a/,^ ,  est  un  nœud  ou  un  foyer. 

En  effet,  supposons  que  AB  vienne  couper  l'équateurMN  en  \\[fig.  '\). 


Considérons  le  cycle  ACHFBEIIDA.  Ce  cycle  est  parcouru  dans  les  deux 
hémisphères  dans  le  sens  positif. 

Y 

Supj)osons  qu'en  franchissant  le  point  A,  :^  saute  de  —  co  à  -h  oc  ; 

il  en  sera  de  même  quand  on  franchira  le  point  H  ou  le  point  B,  c'est- 
à-dire  que,  si 

ind.  ACHD  =  i ,     ind.  ACIIFBEUDA  -=  2. 
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De  mcinc,  si 

ind.  ACIID  =  -  i,     ind.  ACIIFBEIIDA  =  -  2, 

c'esi-H-diro  tiue,  dans  tous  les  cas, 

iiid.  ACTIDA  r^  ind.  HFBETI.  c.   o.    f    d. 

Deuxième  cas.  —  Dans  Icmt  ((>  <jui  précède,  nous  avons  supposé  que 
X.,  et  Yo  olaient  de  même  degré,  sans  (jue 

.rYo—  yXj 
soit  identiquement  nul. 

Nous  n'avons  pas  examiné  ce  qui  se  passerait  si  nous  avions  idcniti- 
quement 

xY.  — .yX.o  =  o. 

A  un  certain  point  de  vue,  le  cas  que  nous  avons  étudié  est  plus  gé- 
néral que  celui  que  nous  avons  laissé  de  côté. 

A  un  autre  point  de  vue,  c'est  le  contraire;  car  deux  polynômes  X 
et  Y  quelconques  peuvent  être  considérés  connue  des  cas  particuliers 
des  polynômes 

X-hlxZ,     Y  +  ).yZ, 

où  X  est  une  constante  et  Z  un  polynôme  de  même  degré  que  X  et  Y. 
Nous  allons  donc  supposer  (|ue  l'on  a  iilentifjuement 

Xo  =  xZ,     Y.j  =  rZ, 

où  z  est  une  fonction  homogène  en  x  ety. 

Dans  ce  cas,  Vcquateur  n'est  plus  une  caractéristique,  et  par  consé- 
quent les  points  singuliers  de  l'équateur  |)euvent  être  tout  aussi  bien 
des  nœuds,  des  fovers  et  des  cols. 

La  règle  cpii  j)ermettait  dans  le  cas  précédent  de  trouver  l'indice  de 
l'équateur  se  trouve  en  défaut  ;  d'ailleurs,  si  l'équateur  contient  des 
points  singuliers,  les  courbes 

X  =  o,     Y  =  o 
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se  ooiijx'iil  sur  ce  j^iand  t('i\lc,  (|ui  n"a  pai'  coiist'tjiK'iit  plus,  a  propro- 
iiKMit  parici',  (riiidicc. 

Sujiposoiis  donc  que  l'rqintciir  ne  contienne  pas  de  point  sine;nli('r. 
et  clierelions  cpiel  est  l'indiee  de  ce  grand  cercle. 

Nous  trouverons  que  Ion  a  It^  long  de  l'é(|uateur 

Y  _   r 

c'est-à-dire  que  l'indice  de  ré([ualenr  sera  égal  à  —  i,  et  si  l'on  re- 
uiarcpie  cpiil  est  déjà  égal  à 

-(N  +  F-C), 

2N,  2F,  2(',  ('tanl  l''nondjre  des  nœuds,  des  foyers  et  des  cols,  on  re- 
connaîtra que  l'on  a 

F -1-N  =  C  H- I, 

c'est-à-dire  que  le  théorème  que  l'on  avait  démontré  dans  le  cas  précé- 
dent est  encore  vrai. 

Supposons  maintenant  que  lé  juation  contienne  des  points  singu- 
liers, à  savoir  2N'  nuMids,  2F'  foyers  et  2(1' cols,  et  voyons  comment 
on  pourra  tourner  la  difficulté. 

Soit  a.t  -i-  [jY  +  ••/  =  o  un  grand  cercle  qui  ne  passe  par  aucun 
point  singulier.  Posons 


•i-  =     ,    ...      V  = 


aj:  -h  [if  +  'l'  ïx  -f-  '^y  -+-  7 

l'équation  différentielle  devient 


(h-'  _  f/r' 

y^  ~  "F 


où  \'  et  y  sont  des  polynômes  entiers  en  .r'  et  en  y'. 

On  aura  pu  choisir  \v,  cercle  a.r  +  [jY  -f-  7  =  o,  de  telle  façon  que  : 
1"  Aucune  réduction  ne  s'opérant,  \'  et  Y'  .soient  de  même  degré; 
2"  Que  le  grand  cercle  aœ  -\- ^iij -{-'/  =  o  ne  soit  pas  une  caractéris- 
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tique,  c'i'sl-;'i-(lirc  ([iic  les  ternies  du  (legvé  le  pins  élevé  dej'X'  —  ,t'  V 
se  rédiiisenl . 

Si  a,  h  est  iiii  poiiil  sinj^'ulier  de  l'é(|iiiilioii 

d.r  (Iv 

a'= ", ,     A'  = 


a(7  +  pi-t--|'  art-4-p6-|-Y 

sePH  aussi  uu  point  singulier  de  l'ériu.'Uion 

dx'  _  dv' 
le   ~  1^' 

Si  a,  b  est  un  nœud,  un  col  on  \\n  foyer,  a' ,  h'  sera  un  nœud,  un  col 
ou  un  foyer,  de  sorte  cpie  les  nombres  des  nœuds,  des  cols  et  des 
foyers  sont  2(N  +N'),  2(C  +  C'),  2 (F  +  F')  et  que,  se  trouvant  ra- 
mené au  cas  où  l'équateur  ne  contenait  pas  de  point  singulier,  on  peut 
écrire 

N  +  N'  4-  F  +  F'  =  C  +  C  +  I . 

CHAPITRE  lY. 

THliORIE    DES    CONTACTS. 

L'étude  que  nous  venons  de  faire  des  points  sini^ulicTS  va  enfin  nous 
permettre  d'aborder  la  question  des  formes  géométriques  que  peuvent 
affecter  les  caractéristiques  sur  toute  la  surface  de  la  sphère. 

Une  première  considération,  «l'une  importance  capitale,  est  celle  du 
nombre  des  points  ou  un  arc  on  un  cycle  donné  touchent  une  carac- 
téristique, c'est-à-tlire  du  nombre  des  contacts  de  cet  arc  ou  de  ce 
cycle. 

Le  nombre  des  contacts  d'ini  arc  ou  d'ini  cycle  algèbrii/ues  est  tou- 
jours fini. 

Remarques  préliminaires.  —  On  a  vu  qu'une  courbe  algébricjue  sans 
point  double  se  compose  d'un  certain  nombre  de  cycles;   de  même 
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une  courbi'  algébrique  à  points  doubles  se  compose  d'un  certain 
nombre  de  cycles  et  de  pol\  cycles.  Or,  ces  polycycles  eux-mêmes  peu- 
vent être  considérés  comme  décomposables  en  un  certain  nombre  de 
cycles  se  toucliant  aux  points  doid)les  et  présentant  en  ces  points  des 
points  anguleux. 

Ainsi  la  courbe 

.ï-  —  y-  =  (x-  -h y  y 

•se  compose  de  deux  polycycles  diamétralement  opposés;  cliacun  de 
ces  polycycles  se  compose  de  deux  cycles  qui  se  touchent  au  point 

X  =  Y  =  O 

et  y  présentent  un  point  anguleux  tel  que  l'axe  des  deux  tangentes  soit 
de  90°. 

On  a  yu  qu'une  courbe  algébrique  C  coupe  un  cycle  algébricpie  quel- 
conque en  un  nombre  fini  et  pair  de  points.  Ceci  mérite  quelcjues  ex- 
plications. 

Si,  en  un  point  donné,  la  courbe  algébrique  C  passe  de  l'intérieur  du 
cycle  à  l'extérieur,  ou  réciproquement,  nous  dirons  que  bi  courbe /ra- 
verse  le  cycle  et  ce  point  comptera  j)our  un  seul  point  d'intersection  ou 
pour  un  nombre  impair  de  points  d'intersection  confondus.  Si,  au  con- 
traire, dans  le  ^oisinage  d'un  point  donné  comnuui  à  la  coiu'be  C  et 
au  cycle,  la  courbe  C  reste  tout  entière  extérieure  ou  intérieure  au 
cycle,  nous  dirons  que  la  courbe  louche  le  cycle,  et  ce  point  comptera 
pour  lui  nombi'e/jfl//'de  points  d'intersection  confondus. 

Supposons,  par  exemple,  cpie  le  cycle  donné  pré.sente  ini  point  an- 
guleux à  l'origine  et  cpie  son  écpiation  s'ccriye 

()=r   (j-\x){j-   lJ.x)^-Oj, 

Oj  étant  un  polvnùme  ne  contenant  que  des  termes  de  degré  3  et 
an-dessus. 

Supposons  (pi'ini  ponit  infiniment  yoisin  de  l'origine  soit  à  linte- 
rieiir  du  cycle  donné  toutes  les  fois  que 

a7>o,      (y —  lx)(y  —  [xx]^  o. 
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et  à  l'extérieur  si 

.r<o     on  si     •%•  >  o,     (j  —  >a;)  (j  —  p..r)  <  o. 
Soit 

o  =  j  —  ma:  ■+-  0.,, 

l'équation  de  la  courbe  C,  où  5,  représente*  un  polynôme,  ne  contenant 
que  des  ternies  de  degré  ■?.  (>t  au-dessus. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  courbe  C  traverse  le  cycle  toules  les  l'ois 
que 

{m  —  \){m  — p.)>  o  '  •         , 

et  le  touche  dans  le  cas  contraire. 

Théorème  VI.  —  Le  nombre  des  contacts  d'un  cycle  cdgcbriqiie  qui  n'a 
pas  de  point  anguleux,  qui  n'a  pas  de  contact  d'ordre  supérieur  avec 
une  caractéristique  et  qui  ne  passe  par  aucun  point  singulier  est  toujours 
fini  ei  pair. 

En  effet,  soit 

F(a',7)=o 

l'équation  de  ce  cycle,  on  trouvera  ses  contacts  en  cliercliant  son  in- 
tersection avec  la  courbe 

dx  dy 

Cette  courbe  étant  algébrique,  ses  intersections  avec  le  cvcle  donne- 
sont  en  nombre  pair,  si  l'on  a  soin  de  compter  pour  deux  intersections 
les  points  où  la  courbe  touche  le  cycle.  Or,  en  ces  points,  le  cycle 
aurait,  avec  mie  caractéristique,  un  contact  d'ordre  pair,  ce  que  nous 
n'avons  pas  supposé.  Donc,  il  n'y  a  nulle  part  plusieurs  points  d'in- 
tersection confondus  tles  courbes 

(p  =  o,      F  =  o. 
Donc,  le  nombre  des  contacts  est  pair.  c.   y.   f.   n. 


■  |12  II.     POINCVUIO. 

lientanjuc  l.  —  Le  tliéorùiiio  est  encore  vrai  quand  même  le  cvele 
(loiiiie  a  (les  coiitaeLs  (r()r<lre  supérieur  a\ce  une  caractéristique;  à  la 
condition  toutefois  ([ue  l'on  ait  soin  de  compter  un  contact  tl'ordre  // 
pour  n  contacts. 

Hit/nanjue  II.  —  Supj)osons  maiuLcnant  (jue  le  cvcle  ali;ébri([ue  oilrc 
ua  |)()int  anguleux.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  point  angu- 
leux soil  à  lorigine,  cpie  l'équation   du  i-ycle  s'écrive  encore 

cl  cpie  l'iutérieiu' du  cvcle  soit  défini  pai-  les  conditions 

a"  >■  o,      ij^—  Aa;)  (  j  —  ij.x)  =  o. 

f^e  polynôme  cp  s'écrit  aloi's,  si  X„  et  Y^  sont  les  valeurs  de  X  et  de  Y 
poiu'  X  =;  7"  =  o, 

9  =  Xo  \2l1j.x  —  {1-+-  /j.)/]  +  Y„  [  ij  —  il  +  ,a)  ^ J  +  Q'., . 

ou  0.,  est  nu  polynôme  ne  contenant  que  des  termes  du  degré    2    et 
au-dessus. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'origine  à  la  courlje  9  =  o 
est  alors 

Yq  (X  -t-  !-^)  —  ''■\ahj- 

2Y„— X„(X+ |j.) 
et  la  condition  pour  que  la  courbe  9  =  0  traverse  le  cycle,  c'est  que 

«  =   [Y„  (X  +  IJ.)   -   2X„A/J.]   -  -A  ['J.\\  -  X,)\  -+-  p.)], 

/3  =  [Y.,  (),  +  u.)  -  2Xo7.al  -  ij.  [-2  Y„  -  X„  (\  +  iJ.)] 

soient  de  même  signe. 

Or,  on  peut  écrire,  en  simplifiant, 

«=  ^Y„-X„X)(p,-X), 
/'i  =  (Y„-X„,a)(X-p.); 

ce  fjui  pt'ouvc  que  la  condition  pour  que  «  et  ft  soient  de  même  signe, 


rotlUÎKS     DlilINIKS     PAR     IINK     ÉQUATION     III  FFliltriVIl  !•  LLK .  /[  ] ') 

c'est  que  Y„  —  XqX  et  Y„  —  X„/j,  soient  de  signe  conlniiie,  on,  en 
d'antres  termes,  que  la  eonditioii  pour  ([ue  la  conr])e  o  =  o  traverse  le 
cycle  donné  est  (jue  la  caraeléiistiqne  (|ui  passe  par  l'origine  ne  la 
liM\'ei'se  j)as. 

Donc,  un  point  anguleux  comptera  pour  un  conlact,  si  la  caracté- 
ristique (pii  passe  en  ce  |)oint  ne  traverse  pas  le  cycle,  et  pour  Aaw 
contacts  dans  le  cas  contraire. 

lieniarqiic  IIJ.  —  Snp|)osons  maintenant  (pi(\  le  cycle  passant  toii- 
joiu's  par  l'origine,  l'origine  soit  un  point  singulier.  Soient 

X  =  (Z.r  +  /îj'H-  0.,, 
Y  =  «'.r  +  /5'r-i-  5'o, 


0.,  et  0'.,  étant  des  polynômes  dont  les  termes  sont  de  degré   2  et  an- 
ssus. 
On  aura 

o  =  [ux  +  Ry)  '-^  +  [oi.'x  +  ,'5'j)  -.-  +  (/o  ^  +  5',  ^• 

'  ^  '    '      '    d.r  ^  \      J    I    (ly  -    (II-  ■!     fly 


dessus. 


o    ,,   (1^      .      I     .  .      r..      ^    ^/F  r      dV  ,,    d\- 


La  courbe  o  =  o  passe  par  l'origine. 

Si  elle  n'est  pas  tangente  à  la  coiu'be  F  ^  o,  le  point  singulier 
devra  compter  pour  vui  contact,  mais  si  elle  a  avec  le  cvcle  F  =  o  un 
contact  du  «"""=  ordre,  le  point  singulier  devra  com|>ter  pour  n  +  i 
contacts. 

Or,  pour  qu'elle  soit  tangente  à  F  =  o,  il  faut  et  il  suffît  (pie.  si 

dx  dy  ' 

-X(a4-;'3>.)-+-a'  +  iS').  =  o, 

c'est-à-dire  qu'il  faut  et  il  suffit  que  le  ivcle  F  =;  o  soit  tangent  à  une 
caractéristique,  puisque  le  coefficient  angidaiie  m  de  la  tangente  à 
une  des  caractéristiques  passant  par  l'origine  est  donné  par  l'écpiation 


m 


(  a  +  ,'5  //^  -  +  a'  +  ^'m 


4l4  "       l'OlNCARli. 

On  verrait  de  même  que  le  cycle  F  =  o  aura,  à  l'origine,  un  contact 
du  «''■'"'^  ordre  avec  la  courbe  9^0,  s'il  a  un  contact  du  /<'"""■  ordic 
avec  une  des  caractéristiques  passant  par  l'origine. 

Donc,  un  point  singulier  par  ou  passe  le  cvcle  donne,  mais  qui  n'est 
pas  un  point  anguleux,  comptera  pour  n  -h  1  contac  ts  si  le  cycle  a,  en 
ce  point,  un  contact  du  n"™^  ordre  avec  une  caractéristique. 

Remarque  IV.  —    Supposons  enfui  que  l'orij^ine  soit  un  point   sin- 
gulier et  un  point  anguleux  du  cycle  donné. 
Soient  encore 

X  =  aa^  -f-  /3j  +  5., 

F  =  (;■  —  Ix)  [)■  —  iJ.xj  +  0,, 
et  à  l'intérieur  du  cycle 

j:  >  o,      (j  —  }.x-)  (y  —  iJ.x)  >  o. 
On  aura 

œ  =  {ax  4-  j3/)  [2I1J.X  —  ■/.  -4-  iJ.)_x] 
+  {a'œ  -+-  ^V)  [aj  —  (X  +  p.)œ]  +  0\, 

0\  étant  un  polynôme  ne  contenant  que  des  termes  du  degré  '^  et  au- 
dessus. 

La  courbe  œ  =  o  présente  donc  à  l'origine  deux  branches  de  courbe. 
1/origine  conqitera  donc  pour  un  nomlire  pair  de  contacts  si  ces  deux 
branches  touchent  toutes  deux  ou  traversent 'toutes  deux  le  cycle, 
l)our  un  nondîre  impair  dans  le  cas  contraire  ;  c'est-à-dire  cpie,  pour 
que  l'origine  doive  être  comptée  pour  un  nondjre  impair  de  contacts, 
il  laut  et  il  suffit  que  les  deux  tangentes  à  l'origine  à  la  courbe  cp  =  o 
ne  soient  pas  comprises  toutes  deux  dans  l'un  des  angles  formés  par  les 
tangentes  à  l'origine  à  la  courbe  F  =  o,  c'est-à-dire  qn'il  faut  et  qu'il 

suffit  que 

a  =  [[ry.'+  fi"K){\  +p.)  —  a  Ap.(a-|-/3>.)] 

~  7.[2(«'+  /5'a)  -  (a  -+-  f5>.)  ().  -+-  IX)] 

fi  =  [(a'  -^  |3»  (  X  -^  fj.)  -  2X/;.  («  +  |3|;.)] 

-  ij.  [2U'+fi'iJ.)  -  («'  +  fi»  (X  +  iJ.)\ 

soient  de  sign(^  conti'aire. 


COUlilSFS     DICFINII-S    PAIi     UNE    KQUATION     ni  FFKKF.NTIEIJ.i:.  '(  I  "i 

Or,  on  peut  écrire,  en  smiiilifiant. 

a=  [(a'4-fi'X)->,(a  +  /3l)](X-fx) 
b  =  [(«'+  jS'/ji)  -f.  (a  +  fAfJL)]  (X  -  II) 

Si  le  point  singulier  (^st  ini  fo\er.  l'équation 

( a'  +  [J.'j.  )  —  x{a  +  ij.x )  =  o 

n'a  que  des  racines  imaginaires.  Son  premier  membre  est  donc  tou- 
jours de  même  signe,  a  et  b  sont  de  signe  contraire  et  1(>  point  singidiei- 
compte  pour  un  nombre  impair  de  contacts. 

Si  le  point  singulier  est  un  col  ou  un  nœud,  il  compte  soit  pour  un 
nombre  pair,  soit  pour  un  nombre  impair  de  contacts,  selon  la  position 
des  tangentes  à  l'origine  au  cvcle  F  =  o. 


Résumé.  —  T^e  nombre  des  contacts  d'un  cvcle  algébrique  est  tou- 
jours pair  à  la  contlition  : 

1°  Que  l'on  compte  un  contact  du  «"""^  ordre  pour  n  contacts  : 

2°  Qu'un  point  anguleux  du  cycle  donné  soit  considéré  comme  lui 
ou  comme  deux  contacts,  selon  que  la  caractéristique  qui  y  passe  \ 
touche  ou  y  traverse  le  cycle  ; 

3°  Qu'un  point  singulier  compte  poiu'  n  -+-  i  contacts  si  le  c\cle  a, 
en  ce  point,  un  contact  du  n"'""  ordre  a\ ec  une  caractéristique  : 

4"  Qu'iui  lover  qui  est  lui  point  anguleux  du  cycle  donné  soit 
compté  pour  lui  contact; 

5"  Qu'un  col  ou  un  nteud  qui  est  un  point  anguleux  du  cycle  donné 
soit  compté  poiu'  ini  ou  poiu'  deux  contacts,  selon  la  position  des  tan- 
gentes au  cycle  au  point  anguleux. 

Corollaire.  —  Si  deux  aî-cs  algébriques  ont  mêmes  extrémités,  le 
nombre  de  leurs  contacts  peut  être  de  même  parité  ou  de  parité  diffé- 
rente si  les  deux  extrémités  ne  sont  pas  deux  foyers  ;  il  est  toujours  de 
même  parité  si  les  deux  extrémités  sont  deux  foyers. 

TnÉonÈME  VII.  —  5/,  entre  deux  pointa  de  la  sphère.,   on  peut  mener 


|i()  II.    poi.\CAni:. 

un  are  (|iu'lconqiiL'  5(//m   contacl,   on  pciil  aussi  lucner  entre  ces  deux 
jioifils  un  arc  algébrique  sans  contact .  ♦ 

F.ii  effet,  soient 

a:  =  9(0,     J  =  ^{i) 

les  équations  de  l'arc  donné,  où  t  est  un  paramètre  convenablement 

choisi.  On  aura  pu  choisir  le  paramètre  de  telle  sorte  que  les  extrémités 

de  l'arc  correspondent  à 

/  =  (>,     1  =  7:. 

Si  l'arc  donné  ne  coupe  pas  l'équateur,  a:  ely  restent  finis  quant  / 
varie  de  o  à  tt;  ce  sont  donc  des  fonctions  finies  et  continues  de  t  entre 
ces  limites,  et  il  en  est  de  même  de  leurs  dérivées. 

Soient  a?, ,  y,  et  x^,  y.,  les  valeurs  de  x  et  de  y  pour  /  =  o  et  pour 

l  ^  n;  les  fonctions 

t  I 

X  —  X,  cos X.,  sni  -, 

3  "2 

/  ^      .         t 

Y  —  y,  cos  -  —  y-  sm  - 

sont  nulles  pour  i  ^  o  et  pour  t  ^^  n. 

Les  fonctions  a?  et  y  peuvent  donc  se  développer  en  séries  conver- 
gentes ensin/«/,  de  la  manière  suivante. 


X  =   y  A,„  siuw/  -I-  Xf  cos  — \-  X2  sin  -, 


=  \  A,„siu; 

m=i 

m  —  y> 


et  l'on  aura  de  même  en  séries  convergentes 


dx 


dx         Va  X,     ■      t         X,  i 

-y-  =   \  m  A,„  cosmt sin  — 1 cos  - , 

ai  ^  2  2  2  3 


^  =   y  r?î  15,„  cos  mf  —  ■—  sin  — h  —  cos  -  • 

Cfi  ^^J  2  2  '2  "i 


Si   l'on  siibslitnc  r<vs  valeurs  à    la    place   de  .r,  y  -^,  -^  dans  l'ex- 

'  '       r/l      cil 

pi'cssion 

t/i  dt 

o\\  aura  nue  Ioik  lion  de  /  ([iii,  (|iiaiid  /  \ariera  do  o  a  rr,  ne  s'annulera 
pas  cl  dont  le  carré  restera  j)ar  conscMiuent  toujours  plus  grand  qu'une 
(|uantité  donnée  v. 
Soient 


'  -^m  sniOT^  +  .r,  cos  - 


/n  =  I 


.       t 

.r.,  sni  -. 


lî„  =  \   V,,„  smmf  +  Y,  cos  — \-  Vo  sin  -  • 


[.  arc 


//i=i 


•r  =  Aj,.     7 


est  algébrique  et  a  les  mêmes  extrémités  que  l'arc  donné. 

]")e  plus,    on    aura    toujours    pu    prendre  a  assez  grand    pour  que 

Au,.  'V' "7//'   ^~ï7    <liffèrent   anssi    peu    que    l'on   veut    de  ç  /  .    <|i(<). 

di    d'h  ,  .  „  f/B.^      -,  f/Ai      ,  Il 

-T^ï  -7-'  ou  bien  |)our  que  A.  —,    —  Y  -—-,  ou  .r  et  vsont  remplaces  daiis 
dt     dt  '  1  dt  dt  •  r 

X  et  Y  par  A^  et  V>^,  diffère  aussi  peu  que  l'on  veut  de  X  -^   —  Y  -^, 

où  a'  et  y  sont  remplacés  dans  X  et  Y  par  o  et  i;  par  exemple,  pour 

que  cette  expression  diffère  de  X  -^  —  ^  "/"  ^'*'  moins  de  e,  pour  que 

l'on  ait  toujours 


Dans  ce  cas,  l'arc 


dt  dt  -' 


X  =  A^.     V  =  Bp, 


sera  à  la  fois  algébrique  et  sans  contact.  c.   g.    F.    d. 

Si   l'arc  donné  coiqiait  l'écjuateur,  mais  ne  coupait  pas   le  grand 
cercle 

V.X  +  /3yH-  7  =  o, 

Journ.  de  Mith.  (3«  série),  tome  VM.  —  Décembre  i88i.  -^J 


4l8  II       POINCARK. 

on  l'erait  un  cliangcineul  de  vaiialilcs  en  posant 


et  le  tliéorème  se  démontrerait  de  la  mènie  niaiiiènv 

Si  l'arc  donné  coupait  tous  les  grands  cercles  de  la  sjjhére,  on  le  dé- 
composerait eu  un  certain  nombre  d'arcs  secondaires  dont  aucun  ne 
couperait  tous  les  grands  cercles  de  la  sphère,  et  le  théorème  démontré 
successivcnii-nl  pour  chacun  de  ces  ai'cs  secondaires  le  serait  également 
|)our  l'arc  total. 

TmionicME  Vlll.  —  Si  Al!  est  an  arc  dlgchrique  sans  contact,  j/ AA, 
it  lU),  sont  deux  arcs  de  caracteristic/aes,  on  j)eut  mener  de  A,  à  15,  un 
arc  sans  cou  tact 


En  effet,  soient 


X  =  'f  (  0'     J'=  'H') 


les  ecpialions  île  lare  Alî  où  o  et  y  sont  des  lonclious  continues  de  t, 
n'ayant  cpi'une  valeur  pour  chacpie  valeurde  t.  Soient  a  et  [i  les  valeiu's 
(.le  /  (pu  correspondent au\  pouits  A  et  1!. 

A  chaque  valeur  de  t  correspond  une  caractérislirpie,  et  une  seule, 
de  telle  sorte  qu'à  u  et  [i  correspondent  les  caractéristiques  AA,  etBB,. 
Soient  /„,  /,,/;,,...  les  valeurs  de  /  auxtpielles  correspondent  des  carac- 
téristiques ipii  vont  passer  pai-  lui  col. 

Considérons  la  carai  téristique  cpii  correspond  à  une  valeur  donnée 
de  /;  soit  .ç  l'ai'c  de  cette  caractéi-islique  compté  à  partir  ^\n  point  où 
elle  coupe  l'arc  Alî.  Les  deux  valeurs  de  s  et  de  /  déterminent  un  point 
de  la  sphère  et  forment  pour  ainsi  dire  un  nouveau  système  de  coor- 
données. Soient 

/  ==  a.  s  =^  •/  les  coordonnées  de  A,, 
s  ^  â  1(  s  <'oonloiuiées  de  J5, , 
s  =^  s„      les  coordoiuiées  tles  cols, 

s  :=  s,. 


l 

0 

1^' 

t 

= 

/„ 

t 

= 

/, 

COURBES    DÉFINIES    PAR    UNK    liQUATION    DIFFÉRENTIELLE. 

Une  équation 

s  =  F{l), 


1".) 


où  F  ost  une  fonction  ronliniie  de  t,  qui  ne  prend  qu'une  valeur  poiu- 
eliaque  valeur  de  /,  représente  un  arc  de  courbe  continu  et  sans  con- 
tact, toutes  les  fois  que  t  n'est  égal  ni  à  ^o.  ni  à  ^,  .  •  •  et  si  /  =  /„.  pM 
exemple,  toutes  les  fois  que  s  <^St,. 

Or.  on  pourra  toujours  choisir  F  de  telle  sorte  que, 


pour  t  ~  a,       F 


)our  t  = 


H' 


7' 

:5. 


pour/  =  /„,       F<5„, 
pour/  =  ^,      F<5,. 

c'est-à-dire  que  l'on  peut  mener  de  A,  à  B,  un  arc  sans  contact  et  par 
conséquent  un  arc  algébrique  sans  contact.  c.   q.   f.   d. 

Théorème  IX.  —  Si  AB  et  A,B,  {fig-  5)  sont  deux  caractéristiques, 
si  AA,  et  BB,  sont  deux  arcs  algébriques  qui  ne  coupent  AB  et  A,B,  en 
aucun  autre  point  que  A,  B,  A,  ou  B,,  les  nombres  des  contacts  de  A  A, 
et  de  BB,  sont  de  même  parité. 

Soit  A'  un  point  assez  voisin  de  A  pour  que  l'arc  AA'  soit  sans  contact 

Fig.  5. 


et  que  la  caractéristique  A'B'  aille  couper  BB,  en  un  point  B'  tel  que 
BB'  soit  sans  contact. 


'|2n  H.    POINCARE. 

Supposons  de  même  que  .\\B\  soit  un  arc  caractéristique,  et  que  A,  A', , 
(Î|B'|  soient  sans  contact. 

On  pourra  mener,  d'après  le  théorème  précédent,  îles'  arcs  algébri- 
ques AB'  A',B,  sans  contact. 

Le  nombre  des  contacts  du  cycle  algébrique 

AB'B,  a;a 

doit  èti'c  pair. 

Or,  les  caractéristiques  AB,  A,B,  touchent  le  cycle  en  A  et  en  B,  : 
les  caractéristiques  A'B',  et  A'^B',  le  traversent  en  B'  et  en  \\.  Donc  les 
quatre  points  anguleux  comptent  pour  deux  contacts.  Donc  on  a 

nombre  des  contacts  AB'     +  nombre  des  contacts  B'B, 
+nombre  des  contacts  B,A,  -i-  nombre  des  contacts  A, A^o  (niod.2), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

nombre  des   contacts  AzA,  H- nombre  des  contacts  BB,^o   (mod.  2). 

C.     Q.     F.     D. 

Thkorème  X.  —  Si  un  arc  de  caracléristùjiie  qui  ne  passe  par  aucun 
poinl  singulier  esl  sous-tendu  par  un  arc  de  courbe,  le  nombre  des  contacts 
de  cet  arc  de  courbe  est  impair. 

En  effet,  soit  F  ^  o  l'équation  île  l'arc  sous-tendant.  Considérons  la 
fonction  F;  cette  fonction  passe,  par  exemple,  du  positif  au  négatif 
quand  le  point  {x,y),  décrivant  la  caractéristique,  passe  par  l'une  des 
extrémités  de  l'arc  sous-tendant,  et  du  négatif  au  positif  quand  il  passe 
par  l'autre  extrémité  de  cet  arc.  C'est  dire  que,  quand  le  point  (  a:;,  j) 
décrit  l'arc  donné  de  caractéristique,  la  fonction  F  passe  par  un  nombre 
impair  de  maxima  et  de  minima. 

Or,  ces  maxima  et  ces  minima  sont  donnés  par  l'équation 

9  =  X.  -7-  -h  Y  ;;-  =0; 
'  nj-  dy 

c'est  dire  que  l'arc  de  caractéristique  coupe  en  un  nombre  impair  de 
points  la  courbe  œ  =  o. 


r,()UIU!i:S     DI'IIIYII.S    PVl!     HNK    ICOUATIOIN     DrFFKRENTI  fCT,!.!:.  ''pi 

Or,  cette»  courl)!'.  (|iii  csl  al^('l)i'i(|ii(',  coiiix'  en  un  iH)inl)ro  pair  tic 
points  le  cvclc  II  loiMic  par  i  arc  de  caraclciislitpie  cl  l'arc  soiis-ten- 
tlant:  donc  elle  coupe  l'arc  soiis-feiidaiil  en  un  iiond)re  impair  de 
points. 

Donc  le  nombre  des  coutacts  de  cet  arc  est  impair. 

c.   Q.    r.    I). 

Rcf/ian//tc  I.  -  Si  lare  de  caractéristicjue  passe  par  un  col,  comineni 
faudra-il  modiiier  le  lliéorème? 

Le  cul  appartient  évidemment  à  la  courbe  ©=  o,  mais  il  n'est  un 
maximum  ou  un  minimum  de  F  ([u'à  la  con<lition  (pie  l'arc  tic  caracté- 
ristique pré.sente  eu  ce  point  un  point  anguleux. 

En  effet,  supposons  d'abord  qu'il  n'v  ait  pas  de  point  anguleux  Les 
courbes  F  =  oet'p  =  o  traverseront  toutes  deux,  en  général,  le  cvclelL 
c'est-à-dire  que  le  col  sera  un  point  simple  d'intersection  du  c\cle  et 
de  o;  =  o,  sans  correspondre  à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  F. 

Si,  au  contraire,  il  y  a  un  point  angideux,  l'une  des  courbes  o  ~-  o, 
F^o  traversera  le  cycle  H,  pendant  que  l'antre  le  toucliera,  tic  lelle 
sorte  que,  ou  bien  le  col  sera  un  point  simple  d'inlersection  de  II  el 
de  25  =  o,  et  en  même  temps  un  maxinnun  de  F,  ou  bien  il  sera  un 
point  double  de  H  et  de  9  =  0  sans  être  un  maximum  de  F. 

Donc,  si  l'arc  de  caractéristique  passe  par  un  col  et  n'y  a  pas  de  point 
anguleux,  le  nombre  des  contacts  de  l'arc  sous-tendant  est  pair. 

Si  l'arc  de  caractéristique  passe  par  un  col  et  v  a  un  point  anguleux, 
le  nombre  de  ces  contacts  est  impair. 

Rtmanjiie  II.  —  On  démontrerait  de  même  que,  si  un  arc  de  carac- 
téristique ne  passe  par  aucun  point  singulier,  tout  arc  de  courbe  qui 
le  sur-tend  a  un  nombre  de  contacts  pair. 

Contacts  des  systèmes  topograp/ii</iies.  —  Si  l'on  considère  un  système 
topograpbique  algébrique,  les  contacts  de  ce  système  formeront  une 
courbe  algébrique. 

On  distinguera  les  contacts  intérieurs  et  extérieurs  du  système  topo- 
grapbique, selon  que  dans  le  voisinage  de  ces  contacts  la  caractéris- 
tique qui  y  passe  reste  intérieure  ou  extérieure  au  cycle  qu'elle  touclie, 
parmi  ceux  du  système  topograpbique. 
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I>a  oourhc  des  conlacts  sera  donc  divisée  en  un  certain  iKinihre 
d'arcs  qui  seront  les  arcs  des  contacts  intérieurs  <'t  ceux  des  contacts 
extérieurs 

(les  arcs  sei'ont  séparés  : 

i"  Par  les  points  singuliers; 

2"  Par  lesj)ointsoù  la  courbe  des  contacts  touclie  un  des  cycles  du 
système  topoiiraplii(|ue. 
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